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Chapitre 1

Résolution des systémes matriciels par
méthodes directes

Plusieurs problémes d’analyse numérique aboutissent & un systéme matriciel
Az = b, (1.1)

ou A est la matrice du systéme, b le second membre et x le vecteur inconnu dont les composantes
sont & déterminer. Nous présentons les méthodes directes qui calculent la solution en un nombre
fini d’opérations. Nous détaillons 1) le conditionnement qui traduit la sensibilité d’un systéme
matriciel aux variations des données, 2) les méthodes de substitution directes et indirectes uti-
lisées respectivement pour les matrices triangulaires inférieures et supérieures, 3) la méthode
d’élimination de Gauss avec ses variantes obtenues avec pivotage partiel ou total, 4) la factori-
sation LU qui décompose une matrice en un produit de matrices inférieure et supérieure, 5) le
calcul de l'inverse d’une matrice. Nous précisons que seuls les éléments non nuls sont indiqués
dans les matrices et que la matrice identité est notée I.

1.1 Normes et conditionnement

1.1.1 Normes matricielles

Pour définir le conditionnement, nous introduisons la notion de norme matricielle dont la
propriété spécifique est la sous-multiplicativité,

Définition. Une norme matricielle est une application || - || : R™*™ — R wvérifiant pour tout
A, B € R™*"

1. ||Al| >0 et]||Al| =0 & A=0,

2. Va e R, ||aA]| = || ||A]| (homogénéité),

3. ||A+ B|| <||A|| + ||B]| (inégalité triangulaire).
De plus, une norme matricielle est sous-multiplicative si VA € R™*" et VB € R"*9,

4. 14B|| < 1]l |1BI

La norme p d’une matrice est définie a partir de la norme p vectorielle (on parle de norme
subordonnée) de la fagon suivante

A
def X Azlly _ max ||Az||,

1A]l, = =
P a0 @]l liellp=1




8 Chapitre 1. Résolution des systémes matriciels par méthodes directes

Cette relation signifie que la norme d’une matrice est le maximum de la norme du vecteur
résultant de la multiplication de cette matrice par ’ensemble des vecteurs de norme unitaire.
Sous cette forme, il est difficile de calculer les normes matricielles mais il existe les équivalences
suivantes pour les normes 1, 2 et infinie,

n

[[Al[r = max Y ay] (1.2)

1550 &

|All2 = \/p(AT A) (1.3)

|A]loo = 1@%21 |aijl, (1.4)
J:

o p(A) est le rayon spectral de la matrice A. Dans le cas d’une matrice symétrique,

[|A]]2 = p(A).

1.1.2 Conditionnement

Nous considérons le systéme matriciel suivant dont la solution est le vecteur unitaire

10 7 8 7| |x1 32 1
7T 5 6 95| |2 _ 23 I 1
8 6 10 9| |=x3 33 1
7 5 9 10| |®4 31 1

De faibles perturbations introduites dans la matrice (représentant des erreurs d’arrondi par
exemple) modifient considérablement la solution,

10 7 81 727 [z1+ 06z 32 81
708 504 6 5 | |z 0w 23 137

S 508 989 9 | |ws+ors| — [33] T TTOTT | sy
699 499 9 998 |zi+oxd| |31 92

De méme, de faibles perturbations dans le second membre changent significativement la solution

10 7 8 77 [x1+dx) 32.1 9.2
75 6 5| |watorh| [229 , |-126
8 6 10 9| |eg+aoay| ~ [331] T T T 45
75 9 10| |za+ér,| 309 11

Lorsque de petites perturbations sont introduites dans la matrice ou le second membre, nous
attendons que les deux solutions soient proches de la solution du systéme initial. Cela n’est pas
le cas ici car la matrice est mal conditionnée.

Définition. Soit une norme matricielle subordonnée notée || - ||. Le conditionnement relatif
cette norme d’une matrice inversible A est le réel K(A) défini par

def

K(4) = [JA] 1A~ (1.5)

Ce nombre mesure la sensibilité du systéme aux perturbations des données (matrice ou second
membre) et plus le conditionnement d’une matrice est grand, plus la solution du systéme linéaire
est sensible aux données.

P. Sochala ESTACA — 3°™¢ année



1.1. Normes et conditionnement 9

Théoréme. Soit A une matrice inversible et b un vecteur non nul.

1. Soient x et x + dz les solutions respectives des systemes

Ar=b et A(xr+ dx)= b+ 0b,

o NI
T < K(A)W (1.6)
2. Soient x et x + dx les solutions respectives des systémes
Ar=b et (A+dA)(z+dx) =0,
o o 41
m < K(A)W (1.7)
Démonstration. Pour le premier résultat, nous utilisons que
Az=0b = [Pl <[[A]l [|=]],
Asz=06b = ||| < ||ATY] ||ob]|.
Pour le second résultat, nous utilisons que
Adz + 0A(x +62) =0 = ||6z|| < ||[A7Y| [|6A]| ||z + oz]|.
O

Le conditionnement relatif a la norme 2 d’une matrice symétrique est le conditionnement spectral,

Ky(A) = 2ma (18)

min

>

ol Amax est la valeur propre de plus grand module et A, la valeur propre de plus petit module.

Propriétés. Soit A une matrice inversible. Le conditionnement K (A) vérifie les propriétés
1. K(A) = K(A™Y),
2. K(A) > 1,
3. Va #0,K(ad) = K(A).

Démonstration. 1. K(A) = ||A[| [JA7H]| = [|A7H] [|A]| = [|A7H] 1A= 7] = K (A7),
2. AA' =1 = ||AA7Y||=1 = K(A) > 1 d’aprés la sous-multiplicativité,

3. Va # 0, K(ad) = |leA|| [|(ad)~!]] = allA]] A7 = K(A).
O

La propriété 2 indique que le conditionnement est d’autant meilleur que sa valeur est proche de 1.
La propriété 3 indique que la multiplication d’une matrice par un scalaire (petit par exemple)
ne change pas son conditionnement.

ESTACA — 3%™€ année P. Sochala



10 Chapitre 1. Résolution des systémes matriciels par méthodes directes

1.2 Systémes triangulaires

1.2.1 Matrice triangulaire inférieure

La matrice L (lower) du systéme est supposée triangulaire inférieure,

l11 x1 b1

La résolution d’un tel systéme est évidente : on détermine x1 par la premiére équation puis xo
par la deuxiéme puisque x1 est connue puis x3 par la troisiéme puisque x; et x9 sont connus et
ainsi de suite. Cette méthode de substitution directe est caractérisée par les formules de descente
suivantes

Sl

i—1
b 1
T —1 et x; = l_ (bl — Zlijxj), 2 < 7 <n. (1.9)
[ j=1

1.2.2 Matrice triangulaire supérieure

La matrice U (upper) du systéme est supposée triangulaire supérieure,

Uil ... Uip I bl

Unn | |Tn by,

La résolution d’un tel systéme est évidente : on détermine x,, par la derniére équation puis x,,—1
par 'avant-derniére puisque x, est connue puis x,_o par I'antépénultiéme puisque x,, et x,_1
sont connus et ainsi de suite. Cette méthode de substitution indirecte est caractérisée par les
formules de remontée suivantes

b 1 g
T, = —— et xiz—(bi— Zuijxj), n—-1<i<l1. (1.10)

U (77
nn 7 j=it1

1.3 Méthode de Gauss

Le principe de la méthode de Gal/l\SS est de transformer le systéme initial Ax = b en un
systéme triangulaire supérieur Ux = b résolvable par remontée. Cet algorithme d’élimination
utilise que la solution d’un systéme linéaire reste inchangée lorsqu’on ajoute & une équation une
combinaison linéaire des autres équations. Nous allons construire une suite de matrices A®) et
b(*) initialisée par

A =4, D =p,
et aboutissant a ’étape finale & un systéme triangulaire supérieur
AW =g,y =7,

Nous présentons ’algorithme sans pivotage et ses variantes plus robustes lorsque le pivot est
judicieusement choisi.

P. Sochala ESTACA — 3°™¢ année



1.3. Méthode de Gauss 11

1.3.1 Algorithme sans pivotage

e Etape 1. Cette étape élimine les coefficients de la premiére colonne des lignes 2 a4 n a I'aide
des multiplicateurs

€))
V2<i<n, my= g), (1.11)
a1

8

(1)

ot ay; est le pivot de la premiere étape. En effet, I'inconnue z s’élimine des lignes 2 & n en
leur retranchant m;; fois la premiére ligne, qu’il faut aussi soustraire au second membre. Les

coeflicients
V2<4,j<n, ag) = ag;) - mila%), (1.12)
ve<i<n, b =b" —myp, (1.13)

définissent les coefficients des lignes 2 a4 n du nouveau systéme dont la matrice et le second
membre sont

1 1 1 1
)l i

4 (12'2 a2.n ot b — bZ'
NORNNC ae

o FEtape k. Cette étape élimine les coefficients de la k-iéme colonne des lignes kK +1 a n a
I'aide des multiplicateurs
q)
Zik_
(k)’
A

VE+1<i<n, my= (1.14)

(k)

ou ay,; est le pivot de 'étape k. En effet, I'inconnue x;, s’élimine des lignes k + 1 & n en leur
retranchant m;;, fois la ligne k, qu’il faut aussi soustraire au second membre. Les coefficients

VE+1<i,5<n, az(fﬂ) = ag?) — mika,(;;), (1.15)
Vi+1<i<n, b =pF _mp®) (1.16)

définissent les coefficients des lignes k£ + 1 & n du nouveau systéme dont la matrice et le second
membre sont

PUN e 0
(h+1) (k+1) '
A = @ (k41)(k+1) Upyt)n| €t il = b;(;fll)
(k+1) (k+1) (bt 1)
i it 1) cee Gpn [ bn

e Etape n-1. Cette étape élimine le coefficients de 'avant derniére colonne de la derniére
ligne & ’aide du multiplicateur
(n—1)
n(n—1)
My(n—1) = (n—1) > (117)
Y n—1)(n-1)
ol aEZ—}i(n—l) est le pivot de ’étape n — 1. En effet, I'inconnue xz,,_1 s’élimine de la derniére

ligne en lui retranchant m,,_1) fois 'avant derniére ligne, qu’il faut aussi soustraire au second

ESTACA — 3%™€ année P. Sochala



12 Chapitre 1. Résolution des systémes matriciels par méthodes directes

membre. Les coefficients

ap) = all V) — mnnflaEZ:Bn (1.18)
b — pn=1) _ mn(n_l)bEZ:B, (1.19)

définissent les coefficients de la derniére ligne du nouveau systéme dont la matrice et le second
membre sont

1 1 1 1

al) ag a%; bg

A — N b%
ol %

1.3.2 Pivotage

Il est clair qu’'un coeflicient multiplicatif de I’algorithme sans pivotage n’est pas défini si le
pivot associé est nul. Ainsi, une amélioration nécessaire de cet algorithme est de rechercher un
pivot non nul & chaque étape. Pour obtenir une meilleur stabilité numérique (propagation des
erreurs d’arrondis), il faut choisir le plus grand pivot en valeur absolue. Le pivotage est

— partiel sile pivot est choisi dans la k-iéme colonne sous la diagonale,

— total si le pivot est choisi dans la sous-matrice inférieure diagonale de dimension (n — k).
A chaque étape, les algorithmes avec pivotage possédent donc une sous-étape supplémentaire de
recherche du pivot. Cela se traduit par une permutation de deux lignes pour le pivot partiel et
une permutation de deux lignes et deux colonnes pour le pivot total.

1.3.3 Matrices d’éliminations et de permutations

Nous terminons cette section en précisant que I’étape d’élimination de I’étape k+ 1 s’effectue
en multipliant (4 gauche) la matrice de 'étape k par la matrice d’élimination E®) définie comme
la somme de la matrice identité et d’'une matrice ayant ses coeflicients sous la diagonale de la
colonne k égaux aux opposés des multiplicateurs,

0 0 0
E® =T+ 0 ,
—M(k+1)k
| 0 —Mnk 0 i

de sorte que

ARD) _ gk 4R o pHD) _ g

De méme, la sous-étape de permutation s’effectue & ’aide d’une matrice de permutation du type

P. Sochala ESTACA — 3°™¢ année



1.4. Factorisation LU 13

Une multiplication & droite permute les colonnes alors qu'une multiplication a gauche permute
les lignes. Ces matrices (creuses) d’éliminations et de permutations ne sont pas assemblées lors
de I'implémentation de 'algorithme du pivot de Gauss mais servent plutdt dans certaines dé-
monstrations comme celle de la factorisation LU.

1.4 Factorisation LU

La méthode LU factorise la matrice A en un produit de deux matrices triangulaires
A= LU, (1.20)

ol L est triangulaire inférieure a diagonale unité et U triangulaire supérieure. La solution du
systéme linéaire Ax = b est alors obtenue par la résolution successive de deux systémes triangu-

laires,

Ly=0»

{ y=o (1.21)
Ux=y

Il s’agit en fait du méme algorithme que celui de I’élimination de Gauss dans le cas particulier
sans pivotage. Dans ce cas, la derniére étape de la méthode de Gauss s’écrit
A — o) W4 o A — <E<n71>...E<1>)‘1A(n>

Par identification, nous avons

I_ (E<n—1>...E<1>>*1 ot U — A™

. . . . . . -1
La matrice A est triangulaire supérieure par construction et la matrice (E(”*l) . --E(l))

est triangulaire inférieure (car le produit et I'inverse de matrices triangulaires inférieures est une
matrice triangulaire inférieure). Un autre moyen de déterminer la factorisation LU est de poser

1 U1 vv oo Ulp
L = 121 - et U=
lnl <. lnn—l 1 Unn

et d’identifier terme & terme le produit LU avec A.

1.5 Inverse d’une matrice

La détermination de I'inverse A~! d’une matrice A s’effectue en calculant ses colonnes ¢; qui
sont solutions des systémes linéaires,

ol ¢; est le i-éme vecteur de base (les composantes de e; sont nulles sauf sa composante i égale
a 1). En effet, les relations précédentes s’écrivent
Alery ... cn) =ler,...,en] =1,

ce qui signifie que la matrice [c1,...,¢,] est 'inverse de A. En pratique, on procéde selon les
deux étapes :
1. factorisation LU de A,

2. résolution des n systémes LUc; = e; par double substitution.

ESTACA — 3%™¢ année P. Sochala






Chapitre 2

Approximation

L’approximation consiste a trouver une représentation d’un nuage de points par un polynéme.
L’intérét d’un tel polynéme est la synthése de données expérimentales dont le nombre peut étre
élevé. Cette méthode nécessite de fixer a priori le degré du polyndéme d’approximation.

2.1 Reégression linéaire

Soient n couples de points (z;,y;) associés a deux grandeurs z et y. Nous souhaitons trouver
une droite qui soit une « bonne représentation » de ces couples.

FIGURE 2.1 — Exemple de droite de régression pour 6 points.

Nous supposons qu’il existe une relation linéaire entre x et y de sorte que 'on cherche les
coefficients a et b vérifiant

¥ ~ax; +b, 1<i<n.

2.1.1 Principe de la méthode

Il est clair que ce systéme n’admet pas de solution puisqu’il est sur-déterminé (lorsque n > 2).
Nous allons ainsi tolérer un écart, appelé résidu, pour chaque valeur y; ce qui nous conduit &
estimer les coefficients a et b satisfaisant

yi=ar; +b+r;, 1<i<n (2.1)

La quantité 7; et ax; + b désigne la prédiction linéaire de y en x; et le systéme (2.1) admet
plusieurs solutions car il est sous-déterminé (n + 2 inconnues et n équations). La méthode des
moindres carrés consiste a minimiser la norme 2 du résidu définie par

n

def (2.1) "
7[5 = > o r2 =0 (i — (azi + b))%,

i=1 i=1
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2.1.2 Expression du résidu

L’ensemble des équations décrit par la relation (2.1) s’écrit matriciellement

Y1 I = . |
L= [G}Jr ; & y=Mp+r (2.2)
en posant M matrice de Vandermonde de dimension n x 2 de terme général m; ; def xf 71,
def def def
Yy = (yla T 7yn)T7 r = (7“1,- o 77071)T> p = (b, a)T'

En utilisant que ||r||3 = r "7, I'’équation (2.2) permet de reformuler la norme 2 du résidu,

2.2
rTr %2 (= Mp)T(y — Mp)

=y —p'M")(y— Mp)
=y'y—y Mp—p ' M'y+p ' M"Mp

Comme 3" Mp = p" M Ty (puisque y" Mp est scalaire), 'expression précédente peut se réécrire

rir=p'Qp—2p"s+y'y

def . . . def . .
avec Q@ = M " M matrice de dimension 2 x 2 et s = M "y vecteur de dimension 2.

2.1.3 Formulation matricielle du probléme

Le probléme revient ainsi & minimiser la fonction convexe f(p) def p Qp—2p's+y'y ce qui
est équivalent a annuler son gradient

min f(p) < Vfp) =0, (2:3)

ot vV (0p,04) . La linéarité du gradient donne Vf(p) = V(p ' Qp) —2V(p's) + V(y'y) et il
faut évaluer les gradients de ces trois termes qui sont respectivement d’ordre deux, un et zéro.
En notant ¢;; le terme général de la matrice (), nous obtenons

P Qp = qub® + 2q12ab + qna® = V(p' Qp) =2Qp (2.4)

puisque @) est symétrique par construction. En notant s et so les deux composantes de s, nous
avons

pls=bsy+ass = V(p's)=s. (2.5)

Le gradient de y 'y est nul puisqu’il ne dépend pas de a et b,
V(y"y) = 0. (2.6)

Le probléme de minimisation aboutit finalement au systéme d’équations normales suivant

27)
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2.1. Reégression linéaire 17

ou les expressions générales de () et s sont
n n
=1\ n kol et s= | k=1
dowp Y >y
k=1 k=1

k=1

Q

En revenant aux notations initiales M et y, les équations normales s’écrivent
MTMp=MTy & p=(MTM) My, (2.8)
on MT (MTM)™*MT est la pseudo-inverse de M.

2.1.4 Expression analytique des coefficients

Il est possible d’obtenir une expression analytique des coefficients a et b définissant la droite
de régression. La premiére équation normale s’écrit

b+azx =1y, (2.9)

< — 14 . . _ def - .
ou - désigne l'opérateur de moyenne empirique = % > p—1 k. En injectant cette expression de
b dans la premiére équation normale, on obtient

n n n
n(g—aaﬁ)—i—aZxk = Zyk = Z(yk—g—a(xk—a’c)) =0. (2.10)
k=1 k=1 k=1
En utilisant la seconde équation normale, on obtient
S an(yr—azk—b)=0 = Y ap(yp— ¥ - alzg — ) =0 (2.11)
k=1 k=1

En multipliant (2.10) par Z et en retranchant a (2.11), nous obtenons

n

_ 2@ — D)k —9)

(g — )y —g—alzr, — 7)) =0 = — (2.12)
; >kt (@ — 2)?
Les coefficients a et b s’écrivent finalement
a=22| et b=y—ax (2.13)
o}
ot o2 =3 LS (zx — 7)? désigne la variance de x et oy, & ISk — Z)(yp — ) est la
covariance entre x et y.
Il est clair que la droite de régression passe par le centre du nuage de points :
~ 29 ~ _ _
y=ar+b = y—yg=alzx—21), (2.14)

de sorte que x = T = y = . Bien évidemment, la droite de régression ¥ = ax + b est différente
de celle z = ay + .
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18 Chapitre 2. Approximation

2.1.5 Interprétation géométrique

La méthode des moindres carrés peut s’interpréter comme la projection orthogonale dans R"
sur le sous-espace engendré par les vecteurs colonnes de M. En effet les relations (2.2) et (2.8)

donnent
y=M(M"M)""My+r, (2.15)

de sorte que la prédiction ¥ s’obtient directement a partir de y par la relation suivante
y = Hy,

ot la hat matrice H % M(MTM)_lMT est une matrice de projection (puisque H? = H).
L’expression du résidu en fonction de H est

r=I—-H)y.

2.1.6 Unicité du probléme de minimisation

I1 convient de préciser la relation d’équivalence (2.3) entre la minimisation de f et ’annulation
de son gradient. Le théoréme utilisé, valable en optimisation sans contrainte, portant sur les
conditions d’optimalité est le suivant

Théoréme. Soit f une fonction convexe et différentiable sur R™. Une condition nécessaire et
suffisante pour que x* soit un minimum global de f est que x* soit un point critique de f,
c’est-a-dire qu’il vérifie

Vf(x*)=0.
Démonstration. La démonstration (non détaillée ici) requiert trois points. La condition nécessaire
utilise qu'un minimum local d’une fonction différentiable annule son gradient (on parle de point
critique), et I’équivalence local-global ainsi que la condition suffisante utilisent la convexité de f.

O

Nous rappelons les définitions d’ensemble et de fonction convexes.

Définitions. On dit qu’un ensemble K C R" est conveze si et seulement si
V(z1,22) € K2, Vte€[0,1], tx;+ (1 —t)xs € K.
Une fonction f : K CR"™ — R est convexe si et seulement si

V(:L‘l,:L'Q) S K2, Vit € [0, 1], f(t:L‘l S (1 = t)IL‘Q) < tf(:)j‘l) S (1 = t)f(:l,‘g)

Dans le cas des moindres carrés, la fonction f est évidemment convexe et I'on utilise la
propriété suivante pour la démonstration

Propriété. Si f : R" — R est deux fois différentiable, on a l’équivalence suivante
(i) f est conveze,
(i1) Yx € R™", H(f(x)) est semi-definie positive, ot H désigne la matrice hessienne de f.

La fonction f(p) est une forme quadratique que 'on peut réécrire (au facteur 1/2 prés),

) S@pp) o)+ 3ly) = M) =@,

ou (-) désigne le produit scalaire sur R". La matrice hessienne @) est clairement semi-définie
positive,
Ve eR", (Qu,z)=(M'Mzx,z) = (Mz,Mz) > 0.
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2.1. Reégression linéaire 19

2.1.7 Evaluation de la qualité de la régression

Le coefficient de corrélation linéaire 74, entre les variables x et y mesure la qualité de 1'ap-
proximation d’un nuage par la droite de régression,

Toy & (2.16)

ou o, (resp. o,) désigne I'écart-type de x (resp. y) de moyenne Z (resp. y) et oy représente la
covariance entre x et y,

n n

def |1 _ def 1 _ _ _def 1
0p = - Z(mk —7)? et oy = - Z(mk —Z)(yp —§) avec T = — DTk
k=1 k=1 k=1

Ce coefficient mesure la dispersion du nuage de points autour de la droite de régression et varie
entre —1 (points alignés sur une droite de pente négative) et 1 (points alignés sur une droite de

pente positive). En général, la régression est considérée de bonne qualité lorsque |1, | est supérieur
s V3

a 5> = 0.86. Cette valeur découle de I'interprétation géométrique du coefficient de corrélation.
En effet, r;, représente le cosinus de I’angle entre les vecteurs centrés (v1 — z,--- ,x, — E)T et
(y1 =¥, - »Yn — §) . Une corrélation est acceptable si cet angle est inférieur a 30°.

Il est important de représenter les données et la droite de régression. Le quartet de la figure
2.2 a été construit par le statisticien Anscombe en 1973. Il comprend quatre ensemble de données
ayant les mémes propriétés statistiques (et la méme droite de régression) mais trés différents.
Le premier ensemble (haut, gauche) est distribué au hasard et les données sont peu corrélées.
Les données du deuxiéme ensemble (haut, droite) sont fortement corrélées non linéairement. Le
troisiéme ensemble (bas, gauche) posséde une donnée aberrante faussant la régression linéaire.
La quatriéme ensemble (bas, droite) montre qu'une donnée aberrante suffit pour obtenir un
coefficient de corrélation élevé méme si les variables ne sont pas linéairement corrélées.

12 - e 12 - —
(0] o —
10 - 10 e
® o _@®%27p
S8 e ) )~
> O /,4‘ O N » -
P ° e
6 1 —~ 6 3
& -
4 4
T T T T T T T T Q T T T T T T T
4 6 8 10 12 14 16 18 4 6 8 10 12 14 16 18
X4 Xp
@ =
12 - P 12 o e
,a/ > i
10 //./'/ 10 4 P
/"'/-’ -~ /,/
- P ] /g
> > _
641 @ ng/o 6 - ~
/”Q e o
4 4
T T T T T T T T T T T T T T T T
4 6 8 10 12 14 16 18 4 6 8 10 12 14 16 18
X3 X4

FIGURE 2.2 — Quartet d’Anscombe.
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20 Chapitre 2. Approximation

2.2 Cas général de la méthode des moindres carrés

Nous sommes maintenant dans un cadre plus général puisque nous souhaitons trouver un
polynéme qui soit une « bonne représentation » d’un nuage de points.

FIGURE 2.3 — Exemple d’un polynéme d’approximation pour 6 points.

Ainsi, nous supposons qu’il existe une relation polynomiale de degré d (d < n) entre = et y
de sorte que I'on cherche les coefficients a; (0 < j < d) vérifiant

2.2.1 Principe de la méthode

Ce systéme n’admet pas de solution puisqu’il est sur-déterminé (lorsque n > d + 1). Comme
dans le cas linéaire, nous considérons une erreur pour chaque valeur y;,

d
yi:Zajmg—i—m, 1<i<n (2.17)
J=0
Ce nouveau systéme sous-déterminé (n+d+ 1 inconnues et n équations) est résolu en minimisant

la norme 2 du résidu
n d

113 S (3 aed)

2.2.2 Expression du résidu

L’ensemble des équations décrit par la relation (2.17) s’écrit matriciellement

U1 x(l) e x‘li a T
=1 : : St & y=Mp+r (2.18)
Yn 0 .. xd agq T
en posant M matrice de Vandermonde de dimension n x (d + 1) de terme général m; ; def xi -
def def def
Yy = (yla"' ayn)T?T = (Tl"" arn)T7p = ((10,“‘ ,ad)T

Comme dans le cas linéaire, la norme 2 du résidu peut s’écrire

rir=p'Qp-2p"S+y'y

avec @) ' MTM matrice de dimension (d+1)x(d+1)et S & M Ty vecteur de dimension
(d+1).
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2.2. Cas général de la méthode des moindres carrés 21

2.2.3 Formulation matricielle du probléme

La minimisation la fonction f, définie précédemment, revient & annuler son gradient

T T T
Vf=V(p Qp)—2V(p s)+V(y y) =0,
on v (Oags - -+ 0a d)T. Il reste maintenant & évaluer les gradients des deux premiers termes
puisque le troisieme est indépendant des coefficients a;. En notant g¢;; le terme général de la
matrice (), nous obtenons compte-tenu de la symétrie de la cette matrice,

d d

d
p'Qp= Zak(ZQk-‘rlj‘—l—laj) = 00, (p"Qp) =2 a;qir111 = V(p'Qp) =2Qp

k=0 j=0 j=0

En notant s; le terme général de s, nous avons
d
T T
ps= Zaisiﬂ = V(p s)=s.
i=0

Le probléme de minimisation aboutit finalement aux équations normales

Qp = s,
ou les expressions générales de () et s sont
_ " - ] )
n
n e Z azg Z 40
k=1 YKk
n k=1
. 47 —2 .
k=1 n
: : 5
d Z 2d kL
x .. x
Z k k | k=1 ]
[ k=1 k=1
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Chapitre 3

Interpolation et intégration

L’interpolation polynomiale consiste a trouver un polynéme passant par un certain nombre
de points. L’intérét d’obtenir ce polynéme est la synthétisation de données expérimentales dont
le nombre peut étre élevé. Une autre application intéressante est le remplacement d’une fonction
analytique par un polyndéme plus simple en vue d’un calcul numérique.

L’intégration numérique consiste & approcher des intégrales de fonctions dont les primitives
ne sont pas connues analytiquement.

3.1 Interpolation

3.1.1 Motivation

Nous souhaitons trouver le polynéme d’interpolation P, de degré n associé aux n + 1 couples
(z4,vi), c’est-a-dire vérifiant
Py(x;))=vi;, 0<i<mn (3.1)

Ces n + 1 égalités s’appellent les contraintes d’interpolation.

‘\/\/’i‘

F1GURE 3.1 — Exemple de polyndéme d’interpolation P; passant par 6 points.

Nous désignons par P"[X] I’ensemble des polynomes de degré n.

Théoréme d’unicité. Soient n + 1 couples de points (x;,y;), il existe un unique polynome
P, € P"[X] tel que

Démonstration. La forme générale de P, est P,(z) = > ), apr® de sorte que les contraintes
d’interpolation (3.1) s’écrivent

n
Y apaf =y, 0<i<n
k=0
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ce qui permet d’obtenir le systéme matriciel suivant

0

Ty 0 Ty ag Yo
0

o xpy Gn Yn

La détermination de I'ensemble des coefficients du polynéme d’interpolation {ax},0 < k < n
nécessite donc la résolution d’un systéme matriciel dans lequel la matrice est inversible si les z;
sont distincts puisque le déterminant de la matrice de Vandermonde My, est

det(My) =[] (z:i—y).

0<j<i<n

3.1.2 Meéthode de Lagrange

Polynémes de Lagrange. Soient n + 1 réels distincts notés {x;}o<i<n. Les n + 1 polynomes
de Lagrange associés a ces points sont définis par

L) ©TTE=%) | g<i<n (3.2)

(xi — x5)’

s

(RS

Sl
LY

Les propriétés suivantes sont vérifiées :
— le numérateur est un polynéme de degré n,
— le dénominateur est une constante,
— Li(z;) = by,
— {Li()}o<i<n forment une base de P"[X].

Pour démontrer que les polynémes de Lagrange forment une base de P"[X], il suffit de montrer
que ce systéme de polynomes est libre puisqu’il est formé de n 4+ 1 éléments dans un espace de
dimension n + 1. Pour cela, nous écrivons simplement

n n
VO<j<n, Y aiLi(z;)=0 = Y ;=0 = a;=0. (3.3)
i=1 i=1

Formule de Lagrange. Le polynéme d’interpolation est défini a partir des polynémes de La-
grange L; selon la relation suivante

Po(z) = Z yiLi(z) (3.4)
i=0

La démonstration est triviale et repose sur la relation L;(z;) = d;;. Bien qu'intuitive, cette rela-
tion n’est pas flexible puisqu’il est nécessaire de recalculer 'ensemble des polynémes de Lagrange
lorsque 'on ajoute un couple de points & interpoler. L’interpolation basée sur les polynémes de
Newton s’affranchit de cette contrainte.
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3.2. Intégration numérique 25

3.1.3 Phénoméne de Runge

On peut penser de prime abord que le polynéme d’interpolation va approcher de mieux en
mieux la fonction f lorsque le nombre de points augmente mais la fonction de Runge est un
contre-exemple célébre. Cette fonction définie par

1

=TT 202" (3.5)

f(x)
montre que I’écart maximal entre la fonction et son polynéme d’interpolation augmente indéfine-
ment avec n comme l'illustre la figure 3.2. Les oscillations observées s’expliquent par le fait que
le terme de dérivée n+uniéme (f"*1(c)) dans I'erreur d’interpolation (voir le théoréme) n’est pas
borné en général. En d’autres termes, la suite des polyndémes d’interpolation converge uniformé-
ment vers f sous I'hypothése de régularité restrictive f € C*([a,b]) qui est rarement vérifiée en
pratique. Pour pallier cette difficulté, on peut augmenter la densité des points d’interpolation
proche des bords de I'intervalle en utilisant les nceuds de Tchebychev. On peut aussi choisir I'in-
terpolation par morceaux de facon linéaire sous chaque sous-intervalle ou avec des splines pour
étre dérivable.

(a) n=5 b)yn=7 (c)n=9

FIGURE 3.2 — Interpolation de la fonction de Runge (en noir) avec noeuds équirépartis.

Théoréme sur ’erreur d’interpolation. Soit f € C""1([a,b]), alors Vz € [a,b], il existe un
réel ¢ €]a, b| tel que

B f(n—i—l)(c)

f(z) — Po(z) = ) (z — ;).

=0

Démonstration. La démonstration repose sur 'application successive du théoréme de Rolle sur
les sous-intervalles [z;_1, x;]. O

3.2 Intégration numérique

3.2.1 Principe

Soit I(f) l'intégrale d’une fonction f continue sur 'intervalle [a, b],

b
1(f) / f(@)dz. (3.6)

ESTACA — 3%™€ année P. Sochala



26 Chapitre 3. Interpolation et intégration

Nous souhaitons approcher cette intégrale par le nombre I,,(f) ~ I(f),

L(f) = ) wif (z:). (3.7)
=1

Cette relation est une formule quadrature dans laquelle
— les x; sont les points d’intégration,
— les w; sont les poids d’intégration,
— n désigne le nombre de points de la quadrature.

3.2.2 Théoréme de convergence

Théoréme de convergence. Soient [a,b] un intervalle fermé borné de R et f € C([a,b]). Nous
considérons la formule de quadrature

L(f) =) wif(z:),
=1

vérifiant les deux propriétés

n
1. M > 0 tel que Vn, Z |w;| < M,
i=1
2. Pour tout polynome p, lim fn(p) = I(p),
n—roo

Alors la formule de quadrature converge,

lim I,(f) = I(f)

n— o0
Démonstration. D’aprés le théoréme d’approximation de Weierstrass,

Ve >0, dpePX], m[a%]]f(m)—p(x)\ge.
z€la,

Compte-tenu de la linéarité de I et de I,,, la différence entre l'intégrale et la formule de quadrature
se réécrit

(f) = 1(p) + 1(p) = In(p) + Ln(p) — In(f)

(f =p) +1(p) — In(p) + In(p — )

I(f) = I(f) =1
I

ce qui permet d’obtenir I'inégalité suivante

I(f) = (N < I(f =)l + (p) — Ln(p)| + In(p — £)I.

Les majorations des trois termes sont
1. [I(f —p)| < I(|f —p|) < (b—a)e d’aprés le théoréme de Weierstrass,
2. 3N(e)/ Vn > N, |I(p) — I.(p)| < e d’aprés la propriété 2,
3. 1Fa(o— F) < S0y hrllp(es) — £(w)] < Me daprés la propriété 1.

On obtient finalement ¥Yn > N(e), |I(f) — L,(f)| < (b—a+ 1+ M)e. O
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3.2.3 Ordre d’une formule de quadrature

Une formule de quadrature est d’orde d si elle est exacte pour les polyndémes de degré d,

Vp e PUX], |L.(p) = I(p). (3.8)

Théoréme. Une formule de quadrature a un ordre d si et seulement si

- —1 b — af

Vi<g<d+1, E wizy = — (3.9)
: q
=1

Démonstration. = Une formule d’ordre d est exacte pour les polyndémes de degré maximal d et
en prenant p(z) = x9~!, nous obtenons

n b q q
1 _ b? —a

g wiz] :/ 29 Vdy = —

i=1 a q

d
< Soit p(z) = Z apz® un polynome de degré d dont I'intégration numérique est
k=0
~ n n d . d n . d P+l _ gkl
I,(p) = Zlezp(:rzl) = izlwl- ;aka@i = kz_oak izlwixi = Zoak (W) = I(p).

O

En fixant les points d’intégration, les conditions données par la relation (3.9) (pour d + 1 = n)
permettent d’obtenir les poids d’intégration en résolvant le systéme matriciel suivant

.%'1 Ty w1 Y1 i i
. . ) def b* —a
: : = : avec y; = - . (3.10)
1
-1 -1
Ty Ty wy, Yn

3.2.4 Changement de variable

Les formules de quadrature sont données sur les intervalles [0, 1] et [—1,1] et il est souvent
nécessaire d’effectuer un changement de variable pour se ramener sur I'un de ces intervalles.

Théoréme de changement de variable. Soit f une fonction continue et © une fonction Cy
sur un intervalle (o, B] et dont l'image est contenue dans le domaine de définition de f. Alors

o(B) B
/ f(@)de = / f o o(t)d (t)dt
o(a) o

Nous en déduisons les deux relations suivantes

b 1
/ f(x)dx = (b— a)/o fop(t)dt avec ¢(t) = (b—a)t+ a,

(b—a)t b+a

b ba) [ )
/a f(z)dz = /1 fop(t)dt avec o(t) = St —

2
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28 Chapitre 3. Interpolation et intégration

3.2.5 Quadratures interpolantes

Les quadratures interpolantes exploitent le théoréme de convergence précédent qui suggeére
d’intégrer un polynéme d’interpolation P, de la fonction f pour en approcher son intégrale. Ces
quadratures reposent sur I’approximation suivante

Dans ces quadratures, les points d’intégration sont répartis uniformément sur l'intervalle d’inté-
gration et les poids sont obtenus en intégrant le polynéme d’interpolation.
L’intégration du polynéme d’interpolation constant donne la formule du rectangle,

Sl I(f)z(b—a)f(“jb).

w1 =b—a

Tr1 =

L’intégration du polynéme d’interpolation affine donne la formule du trapéze,

r1=a, xo=>= (b—a)
b—a = 1D =T+ £,
2

w1 = Wy =

L’intégration du polynome d’interpolation parabolique donne la formule de Simpson,

r1=a, T ath x b
1= 2= 437 _(b=a) a+b
e apew (= (0= @ () ).
e

La figure 3.3 représente schématiquement les trois formules précédentes qui sont respectivement
d’ordre 1, 1 et 3.

FI1GURE 3.3 — [lustration des méthodes du rectangle, du trapéze et de Simpson.

Dans le cas général, nous avons la formule suivante

Formule de Newton—Cotes. Soit un ensemble de n points distincts {x;},1 < i <n dans [a,b].
L’intégrale sur [a,b] du polynéme d’interpolation P,—1 de f € C([a,b]) associé a ces points est

def

n b
I(P,—1) = Zwif(:ni) avec w; = / Li(z)dz,
i=1 @

ot L;(x) désigne le i-eme polynéme de Lagrange associé aux x;.
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Démonstration. Le polynéme d’interpolation s’écrit dans la base des polynémes de Lagrange

n b n b
P,_1(z) = Zf(xl)Lz(x) = / P, 1(z)dx = Zf(xl)/ Li(z)dz.
i=1 @ i=0 a

O

Notons qu’une quadrature de type Newton-Cotes a un ordre supérieur ou égal au nombre de
points n intervenant dans cette quadrature.

3.2.6 Quadratures de Gauss

Les quadratures interpolantes fixent a priori les points d’intégration et déterminent ensuite la
valeurs des poids par 'intégration des polynomes de Lagrange ou la résolution du systéme (3.10).
Les quadratures de Gauss imposent la répartition des points d’intégration pour avoir l’ordre
d’intégration maximal.

Théoréme. L’ordre d’une formule de quadrature a n points est au plus 2n — 1.

L’optimalité des formules de Gauss implique des conditions d’orthogonalité satisfaites par les
polynomes de Legendre définis par la relation de récurrence suivante,

VkE>1, [(k+1)Pit1(z) = 2k + 1)zP,(x) — kPy_1(z)| avec Fo(x)=0et Pi(z)=z.

Théoréme. Pour chaque entier positif n, il existe une formule de quadrature unique a n points
d’ordre 2n — 1 :

— les points x; sont les racines de Py(2x — 1).

— les poids w; sont données par le systeme (3.10) .

Les trois premiéres formules de quadrature de Gauss définies sur [0, 1] sont indiquées dans le
tableau ci-dessous.

n d Poids Points
1 1 1 1/2

2 3 1/2,1/2 1/2 —+/3/6,1/24/3/6

3 515/18,4/9,5/18 | 1/2 —/15/10,1/2,1/2 ++/15/10

TABLE 3.1 — Formules de quadrature de Gauss.

3.2.7 Formules composites

Les formules composites sont des formules d’intégration basées sur un découpage de 'inter-
valle d’intégration [a, b] en m sous-intervalles de longueur égale h. Les points de cette subdivision
uniforme représentés a la figure (3.4) sont notés Sy,

def

s, & {xk+1:a+kh, 0<k<m, hdéf(b—a)/m}.
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FIGURE 3.4 — Subdivision uniforme de [a, b].

Le principe des formules composites repose sur la relation de Chasles,

1= [ Cfadr =3 [ sy,

a k=1"%k

dans laquelle on utilise 'une des formules d’intégration précédentes sur chaque sous-intervalle.
La formule du rectangle sur chaque sous-intervalle donne la formule composite du rectangle,

m
f)f:hZf(xk+l)7 $k+ld:ef%, 1<k<m.
2 2
k=1

La formule du trapéze sur chaque sous-intervalle donne la formule composite du trapéze,

NS

~ = (flaw) + f(@re)).
k=1

W Yo
TN\

Méthode des rectangles Méthode des trapézes

F1GURE 3.5 — Illustration de formules composites.
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Chapitre 4

Résolution des EDP par la méthode des
différences finies

Les équations aux dérivées partielles (EDP) modélisent de nombreux phénonémes dans des
domaines variés de la physique (mécaniques des solides et des fluides, électromagnétisme, acous-
tique, thermodynamique, mécanique quantique, chimie, ...) mais aussi de la biologie et de la
finance. La méthode des différences finies permet d’approcher les solutions des EDP qui ne
sont jamais connues dans les cas réels d’études. Cette méthode conduit & remplacer le probléme
continu initial (de dimension infinie) par un probléme discret (de dimension finie) en appro-
chant les opérateurs par des quotients convenablement choisis. Nous effectuons la présentation
et I'analyse sur le laplacien mais I’extension a d’autres opérateurs est possible.

4.1 Introduction

4.1.1 Quelques définitions

Une équation auz dérivées partielles (EDP) est une équation faisant intervenir une fonction
inconnue de plusieurs variables (temps et espace) ainsi que certaines de ses dérivées. L’application
construite & partir des dérivées partielles s’appelle ’opérateur et une EDP peut ainsi s’écrire
formellement

L(u) = f, (4.1)
ou L est I'opérateur, u la fonction inconnue et f le second membre.

Une EDP est

— linéaire si L est linéaire par rapport aux dérivées partielles de la fonction inconnue,

— d’ordre d, ou d désigne 'ordre de la plus grande dérivée de £ (on distingue l'ordre en
espace et 'ordre en temps),

— instationnaire si L dépend du temps,

— homogéne lorsque son second membre est nul.

Une EDP stationnaire est
— posée sur un domaine d’espace Q C R? ot d est la dimension de I'espace (1 < d < 3),
— complétée par une condition aux limites g imposée sur la frontiére 0 = '\ 2 de Q,

{E (u(x)) = f dans €2,
u(z) =g sur 0S).
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Une EDP instationnaire est

— posée sur 2x]0,7T] ou 0,7 est le domaine temporel et T désigne le temps final d’étude,
— complétée par une condition aux limites g imposée sur la frontiére 02 de §2,

— complétée par une condition initiale u® imposée & 'instant initial,

L(u(z,t)=f dans Q x [0,T7,
t)

u(z,t) =g sur 92 x [0,7],
u(z,0) = u’ dans © x {0}.
(L, T)
temps [0,L] x [0,T]
o0
espace
(0,0)
Domaine d’espace Domaine d’espace-temps

FIGURE 4.1 — Domaines associés a une EDP stationnaire 2d (gauche) et instationnaire 1d (droite).

4.1.2 Exemples d’EDP

4.1.2.1 FEquation de Laplace

La conservation de la masse pour un fluide incompressible s’écrit
div(v) = 0.
Lorsque I’écoulement est irrotationnel, le champ de vitesse v dérive d’un potentiel ¢,
rot(v)=0 < J¢, v=Vp

Ce potentiel est une fonction harmonique (i.e. dont le Laplacien est nul) puisque

div(V) = (4.2)

4.1.2.2  FEquation de la chaleur

La conservation de I’énergie sans thermogénése, et lorsque v = 0, s’écrit

9(pe)
ot

= —div(q),

ol p désigne la masse volumique du milieu considéré, e I'énergie et g le flux thermique. Consi-
dérons la masse volumique constante et supposons qu’il n’y a pas de transformation chimique
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4.1. Introduction 33

ou physique de la matiére ce qui permet de vérifier la relation e = ¢,T" ot ¢, est la capacité

thermique massique et T' la température. Par ailleurs, la loi de Fourier s’écrit ¢ = —AVT, ou A
désigne la conductivité thermique. La température vérifie I’équation de la chaleur,
oT oT
A
ot D 2 est 1a diffusivite thermique.
PCp

4.1.2.8  FEquation de Navier—Stokes

L’équation de conservation de la quantité de mouvement s’écrit

ol p désigne la masse volumique du milieu considéré, v le champ de vitesse, F les forces extérieures
et o le tenseur des contraintes. Pour les fluides newtoniens incompressibles, ¢ s’exprime unique-

ment en fonction de la pression p et du tenseur des taux de déformations D def %(Vv + (VU)T),
o=—-pl+2uD = div(c)=—-Vp+ pAv.

L’équation d’équilibre pour un fluide newtonien incompressible devient alors

dv

Pt

En divisant cette équation par la masse volumique p et en explicitant la dérivée particulaire de
la vitesse, nous obtenons ’équation de Navier—Stokes,

= pF — Vp+ pAv.

v

1
at—Fv-Vv—i—;Vp:F%—l/AU (4.4)

dans laquelle v def w/p s’appelle la viscosité cinématique.

4.1.2.4  FEquation des ondes acoustiques
Considérons la linéarisation de la masse volumique, de la pression et de la vitesse :

p=po+api, p=po+PBp1, et v=ru,
avec «, 3,7 < 1. L’équation linéarisée de la conservation de la masse s’écrit

dp1 . .
E + podw(vl) =0.

L’équation linéarisée de la conservation de la quantité de mouvement en ’absence de forces
extérieures est

8’01 1
— = ——Vp;.
ot % b1
La linéarisation de la condition d’adiabaticité est
dp 1 P1 1
5= —=—— = p1=P1poX
dp  px P1 PoX

ou x désigne la compressibilité adiabatique. La combinaison de la dérivée temporelle de la pre-
miére équation avec la divergence de la deuxiéme devient, compte-tenu de l'expression de la
masse volumique,

82])1 1
—_— —is p— 4.
o pox ! ! (45)
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34 Chapitre 4. Résolution des EDP par la méthode des différences finies

4.2 Opérateurs aux différences finies

Nous rappelons la formule de Taylor qui permet d’obtenir des approximations des opérateurs
différentiels. Des exemples sont donnés pour approcher la dérivée premiére, le laplacien et le
bilaplacien. Les notions de stencil et d’ordre de consistance d’'un opérateur discret sont précisées.

4.2.1 Formule de Taylor

Formule de Taylor—Young. Soit f définie sur un intervalle I = [a,b]. Si f € C"*(I) alors
Vh € R tel que x + h € 1,

n

hk
fla+h) =3 =W @)+ o(h™).
k=0
La démonstration repose sur la formule de Taylor avec reste intégral (démontrée par récurrence).
4.2.2 Dérivée

La dérivée premiére peut étre approchée par 'opérateur décentré a droite DIJ{, I'opérateur
décentré a gauche D,  ou l'opérateur centré D), définis respectivement par

DF () fla+ h})L — f(2) (4.6)
D f(z) fz) - £(SU —h) (4.7)
Do () fl+ h)z—hf(fﬂ —h) (4.8)

Ces expressions sont trivialement obtenues grace & la formule de Taylor. On observe que
l'opérateur centré est égal a la moyenne des opérateurs décentrés a droite et a gauche,

Duf(x) = 5 (D +D;) f(a) (4.9)

DN |

FIGURE 4.2 - Interprétations géométriques de D) f(z), D, f(z) et Dy f(z).

Il est possible de construire des approximations plus précises en augmentant le nombre de
points. La formule de Taylor donne

T _ T — 2 4
iy = TN TE D) I gy P00 4 o), (4.10)
;o flx+2h) — f(e —2h) 2h? 2h*
fix) = m - ?f(?’)(x) - ﬁf(fj)(x) +o(h°). (4.11)
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4.2. Opérateurs aux différences finies 35

Toute combinaison linéaire (consistante) «(4.10)+(1 — a)(4.11) est une approximation de la
dérivée, le réel v étant choisi pour annuler le terme d’ordre 3 : [ + 4(1 — a)]%f(3) () =0 =
a= %. On obtient ainsi 'opérateur centré d’ordre 4 suivant

def —f(ac + Qh) + 8f($ + h) — 8f(:6 — h) + f(:C — 2h)

Dy f(x) = 57 (4.12)

4.2.3 Dérivées d’ordre supérieur

On peut également approcher par des différences finies les dérivées d’ordre supérieur. Concer-
nant la dérivée seconde, I'opérateur classiquement utilisé est

D}(LQ)f(w) d;f f(x—h)—2a(2$)+f($+h) (413)

Cet opérateur centré peut étre obtenu en composant les différents opérateurs approchant la
dérivée premiére,

DY) f(x) = Dyja 0 Dujof () = Dj, o D f(x) = D} o D}, f(x).

De méme, une approximation de la dérivée quatriéme est

R e R RS ]

4.2.4 Représentation symbolique

Un opérateur discret est entiérement caractérisé par son stencil, ses coefficients et son terme
de scaling. Le stencil est I'ensemble des positions des valeurs discrétes définissant 'opérateur,
les coefficients pondérent les valeurs discrétes indépendamment de h et le terme de scaling est
le coefficient multiplicatif li¢ a h. Ce terme est 1/h% ot d est l'ordre de l'opérateur continu
(d = 1 pour le gradient, la divergence et le rotationnel, d = 2 pour le laplacien, d = 4 pour
le bilaplacien). Les représentations symboliques des opérateurs introduits précédemment sont
indiquées a la figure 4.3.

4.2.5 Ordre de consistance

Définition. L opérateur L), est une approzimation consistante d’ordre p de l’opérateur L si pour
toute fonction @ suffisamment réguliére,

[1£(9) = La(o)l < R, | (4.15)

avec C' constante indépendante de h. Ly approche d’autant mieux L que son ordre est élevé.

Les opérateurs D, et D}J{ sont d’ordre 1 puisque les inégalités suivantes sont vérifiées,

_ h

Yo € CH(Q), ¢ =Dy ()] < 519"l (4.16)
h

Yo € CHQ), | =Dy (@) < 5ll¢"lleo (4.17)
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r —2h r—h T z+h r+2h

> =

SN

ol

|
@
SRS

BNORCIE

@
=)~

® 0O O

ONG

opéateur stencil et coefficients scaling

FIGURE 4.3 — Représentation symbolique des opérateurs en dimension un.

Les opérateurs Dy, D,(f) et D;;l) sont d’ordre 2 puisque les inégalités suivantes sont vérifiées,
3 / h2 3
Vo € CHQ). I¢ ~ Dalo)] < o) (118)
4 " (2) h? (4)
Vo € CHQ), " =D (o)l = Slle™ s (4.19)
6 @) _ @ R )
Vo e C(Q), ¢ =Dy, (o)l = el (4.20)
L’opérateur Dj est d’ordre 4 puisque l'inégalité suivante est vérifice,
5 / NG
Vo € C°(Q), [¢" = Di(p)l < %Hw( Moo (4.21)
La norme || - ||o désigne la norme infinie définie par ||¢|co def supq (|¢|)-

4.3 Laplacien en dimension un

Nous proposons de résoudre I’équation de diffusion sur le domaine 2 = [0, L] complétée de
conditions aux limites de type Dirichlet,

—u’(z) = f(x), Vx€]0,L]
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4.3. Laplacien en dimension un 37

La fonction u(x) € C?(Q2) est 'inconnue alors que la fonction f(z), les valeurs « et (3 ainsi que
la longueur du domaine L sont données.

4.3.1 Solution continue

La solution exacte (ou solution analytique) u(x) € C*(€2) du probléme continu (P?) est

uw)=a+ 2 (5 —a+t /OL(L _ s)f(s)ds> - /Om(x — 8)f(s)ds. (4.22)

Démonstration. Le théoréme fondamental de 'analyse donne

u'(z) = co — /Oxf(t)dt =cy— F(z), avec F(x) & /Oxf(t)dt.

En appliquant a& nouveau le théoréme, nous obtenons
x
u(x) =c1 + cox — / F(s)ds. (4.23)
0

Le terme intégral est calculé grace a une intégration par parties,

/O " F(s)ds = [sF(s)] — /0 " P (s)ds

En utilisant la définition de F', on obtient

/ F(s)ds = xF(x) — / sf(s)ds = x/ f(s)ds — / sf(s)ds = / (x —3s)f(s)ds (4.24)
0 0 0 0 0
Les constantes c¢; et co sont déterminées par les conditions aux limites :

ul0)=a = c =aqa, (4.25)

L
uw(ll)=p = oz—l—CQL—/O(L—S)f(S)d,S:B,

I % (5 ot /OL(L - s)f(s)ds) . (4.26)

La preuve se termine en reportant (4.24), (4.25) et (4.26) dans (4.23). O

4.3.2 Solution discréte
4.8.2.1 Maillage

Nous considérons une subdivision €2; de 2 en N + 1 intervalles de longueur constante h. Les
points x; de cette subdivision s’appellent des noeuds dont I’ensemble constitue un maillage de
Q,

O {2 =ih,0<i < N +1}, (4.27)
Le pas du maillage h est défini par
def 1
= —. 4.28
N +1 ( )

Lorsque h est constant, comme sur la figure 4.4, le maillage est uniforme mais il est parfois utile
de considérer une subdivison en intervalles de longueurs différentes.
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38 Chapitre 4. Résolution des EDP par la méthode des différences finies

Zo x1 Ti—1 X Litl TN TN+1
L[] L[] LR ° ° ° LR L[] L[]
0 L

FIGURE 4.4 — Maillage uniforme €, de [0, L].

4.8.2.2  Schéma numérique

Le domaine de résolution de I’équation de diffusion est ’ensemble des noeuds internes du
maillage
—u"(23) = flxi), {@i =ih}i<icn (4.29)
La dérivée seconde étant remplacée par son approximation discréte, la solution continue u est
aussi remplacée par la solution discréte uy, de sorte que le probléme devient

—D;(f)uh(iﬂz') = f(x:), A{zi =ih}hi<i<n (4.30)
En explicitant Pexpression de l'opérateur discret (4.13), nous obtenons

—Uh(%‘ - h) + 2uh(xi) — uh(xi + h)
h2

= f(z:), {zi=ihhi<i<n (4.31)

. def def . L. .
Avec les notations u; = up(x;) et f; = f(x;), nous obtenons le schéma numérique suivant

—Ui—1 + 2U; — Ujp1

2 fi] 1<i<N (4.32)

Les valeurs u;_1, u; et u;41 sont & déterminer sauf u;_; lorsque ¢ = 1 et u;41 lorsque i = N. En
effet, ces valeurs sont connues puisqu’il s’agit des conditions aux limites de sorte que ug = « et
un+1 = B. Les premiére et derniére relations s’écrivent donc

2u1 — ug o —uN—1 + 2un B
La terminologie « probléme discret » est maintenant claire puisque le probléme continu initial
est remplacé par un probléme discret (Pﬁ) dont la solution wuy, est évaluée en un nombre fini NV

=fi+

de points (les noeuds du maillage) :
—uiq +2u; —uipr = hAfi ,2<i<N-1
(P1) 2uy —ug = h:fi + a,
—un—_1+2un = h2fx + B.

4.8.2.8 Formulation matricielle

11 est évident que les N relations précédentes s’écrivent sous la forme matricielle suivante

[ 2 -1 17 wo 1 [ fi ] [ o]
-1 2 -1 s f 0
= -1 2 -1 wui =1 f ||t ] (4.34)
-1 2 -1 UN_1 fN-1 0
B -1 2 1L UN i L fN i ﬂ
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ce qui est équivalent & la forme compacte

Azy, = b (4.35)

1
en posant A def ﬁtm’diag(—l, 2, —1), matrice tridiagonale,

T def (u1,--- ,un) ", vecteur constitué des inconnues nodales,
def « 5 T
b={fAtg e v vt ag)

4.8.2.4 Unicité du probléeme discret

Une question importante qu’il convient de se poser est de savoir si le probléme discret (P}ll)
admet une unique solution. Pour cela, nous allons démontrer l'inversibilité de la matrice A a
I’aide de la propriété suivante :

Propriété. Toute matrice symétrique définie positive est inversible.

Il est évident que A est symétrique. A est aussi définie positive puisque

1
Yo e RN, v #£0, (Av,v) :ﬁ<2v%—v2v1—vlv2—|—2v§—v3v2—---

— Vi—1V; + 21)Z~2 — Vij41V; — *** — UN—1UN + 21)]2V>, (4.36)
qui se réécrit
1 N
Yo e RY,  (dv,v) = 72 <v% + 3 + Z(% — vi_1)2> > 0. (4.37)
i=2

4.4 Analyse de la méthode

4.4.1 Consistance

La consistance d’un schéma numérique est la propriété de l'opérateur discret & approcher
I'opérateur continu.

Définition. L’erreur de consistance (ou résidu) r d’un schéma numérique s’obtient en rempla-
cant la solution approchée par la solution exacte dans le probléme discret

r Az —b (4.38)

Un schéma est consistant si I'erreur de consistance tend vers 0 avec le pas du maillage h
lim ||r]|cc = 0.
Tim [

La consistante est d’ordre p en norme I, s’il existe une constante C' € R vérifiant
I7|loc < CRP.

(2)

Propriété. Siu € C*([0,1]), le lapacien discret D,” est consistant d’ordre 2 puisque

h2
I7lloe < Ellu(‘*)lloo (4.39)
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40 Chapitre 4. Résolution des EDP par la méthode des différences finies

Démonstration. La formule de Taylor-Lagrange sur les intervalles [x;_1, ;] et [x;, 2;11] donne

h4

u//(ﬂUi)h2 —u(wip1) + 2u(z;) —u(xi—q) = %

(u(4)(Vi) +ul® (Mi)> :

avec v; € [ri_1,m;] et p; € [z;,xi41]. En remplagant u”(x;) par —f(z;) car u est la solution
exacte, nous obtenons

—u(z; u(x;) — u(wi— 2
@ir) + zhg )~ ulgiz) flai) = —2—4 <u(4)(w) +U(4)(,U'i)) :

La définition de l'erreur de consistance donne

_g (“(4)(’4‘) +ul® (Mi)> '

r; =

4.4.2 Stabilité

La stabilité d’un schéma numérique est la propriété de 'opérateur discret & fournir une
solution discréte bornée (i.e. qui n’explose pas).

Définition. Un schéma numérique est stable pour la norme ||-|| si la solution discréte est continue
par rapport aux données
lzall < Clb]- (4.40)
Propriété. Le laplacien discret D,(LZ) est stable pour la norme || - |00 puisque
1
[Zhlleo < g”b”oo (4.41)

Démonstration. Nous allons montrer que A7} < & puisque

Azp=b = 2p=A4" = |znllco <[4 |so||bloe-

La clef de la démonstration repose sur l'égalité ||A™||oo = [|[A™ 01|00 avec v1 = {1,---,1} "

puisque A est a diagonale dominante. Pour terminer, ||A~ v |lo = 1/8 car A~1v; est la solution
discréte lorsque f = 1 qui correspond exactement & la solution continue puisque les dérivées
d’ordre supérieur ou égal a trois s’annulent, u(z) = z(1 — z)/2 = sup|u(z)|o<z<1 =1/8. O
4.4.3 Convergence

La convergence d’un schéma numérique est la propriété de la solution discréte a approcher
la solution continue.

Définition. L’erreur de convergence e d’un schéma numérique est définie par

ey Zh (4.42)

Un schéma est convergent si 'erreur de convergence tend vers 0 avec le pas du maillage h
lim ||e]|co = 0.
lim [l

La convergence est d’ordre p en norme [, s’il existe une constante C € RT

lello < CRP.
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(2)

Propriété. Siu € C*([0,1]), le lapacien discret D, est convergent d’ordre 2 puisque

h2
lelloo < g 4@ lloo (4.43)

Démonstration. L’erreur de convergence se réécrit en fonction de ’erreur de consistance,

¢ zp = AN (Az — Azp,) = A7 (Az — b) =2 A lr,
d’ou 2
_ 1
lefloo < 1A oo lIrlloo < 5 - ﬁ\|u(4)\|oo-

O

Théoréme de Lax. Un schéma numérique aux différences finies stable et consistant converge.
De plus, la consistance a l’ordre p et la stabilité impliquent la convergence a [’ordre p.

consistance
EDP continue EDP discréte
stabilité
convergence
Solution continue Solution discréte

FIGURE 4.5 — Relations entre consistance, stabilité et convergence.

4.5 Laplacien en dimension deux

Nous proposons de résoudre 'équation de diffusion sur le domaine Q = [0, L]? complétée de
conditions aux limites de type Dirichlet,

(P?) {—AU(w,y) = f(x,y), Y(x,y) €]o,L[?
u(z,y) = a sur 0f)

La fonction u(z,y) € C%(Q) est 'inconnue alors que f(x,v), a(z,y) et L sont donnés.

4.5.1 Solution continue de I’équation homogéne

La solution du probléme (P?) sur le carré unité (L = 1), sans terme source (f = 0) et avec
des conditions aux limites nulles sauf au bord supérieur ot elle est unitaire (u(0,y) = u(z,0) =
u(l,y) =0 et u(z,1) = 1) est la série suivante

o

u(z,y) = Z 2ﬂ sin(nmx)sh(nmy). (4.44)

nwsh(nm)

Démonstration. Nous utilisons la méthode de séparation des variables en cherchant une solution
de la forme u(z,y) = X ()Y (y) que nous introduisons dans I’équation Au = 0,
X"(x)  Y'(y)

X"(@)Y (y) + X (@)Y"(y) =0 = X(z)  Y(y)

=—k% siu#0,
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ott la forme de la constante —k? simplifie la suite des calculs. Les formes générales des fonctions
X et Y sont,

X"(x) = —k*X (z) N X (x) = C1 cos(kz) + Cysin(kx)
Y"(y) = k*Y (y) Y(z) = Cyekv + Cyerv

Ainsi, la forme générale de la solution est
u(z,y) = (Cy cos(kx) + Cysin(kz)) <Cgeky + C4e_ky)
Les trois conditions aux limites homogénes donnent
u(0,y) =0 = C; =0, u(z,0) =0 = C3=—-Cy, u(l,y) =0 = k=nm,
la solution générale devenant
u(z,y) = Csin(nmzx)sh(nmy).

La condition sur le bord supérieur est moins directe & imposer. L’équation étant linéaire, toute
combinaison linéaire est également solution

u(z,y) = Z Cy sin(nmz)sh(nry).

n=1

La condition sur le bord supérieur s’écrit

o0 00 1 1
ZCnsin(nﬂ'x)sh(nw) =1 = chsh(nﬂ')/o sin(nmz) sin(mmx) :/0 sin(mmx)

n=1 n=1
o0
1) 1—(=1)™
= ZCnSh(mT) n2m = 7517? ) )
n=1
OU Oy est le symbole de Kronecker : 0, = 1 8i m =n et §py, = 0 8i m # n. O

4.5.2 Solution discréte
4.5.2.1 Maillage

Nous considérons une grille cartésienne €, de € constitué de N + 1 segments de longueurs
constante h suivant chaque direction. Le maillage de € est ainsi constitué de ’ensemble des
noeuds de la grille,

Qh déf {('Il,y]) = (Zh’jh)ao < Z,] <N+ 1} (445)

4.5.2.2  Opérateur discret

On montre aisément qu’un opérateur centré approchant le laplacien en dimension deux est

Af(z,y) ~|Apf(z,y) < fl@=hy) + flz.y —h) —4f(h:vz,y)+f(:v+h,y)+f(:v,y+h)

(4.46)
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(L,L) (L,L)
(0,0) (0,0)

Maillage grossier Maillage fin

FIGURE 4.6 — Deux exemples de maillage uniforme €, de [0, L]?.

4.5.2.8 Schéma numérique

Le domaine de résolution du laplacien est I’ensemble des noeuds internes du maillage,

—Au(zi, y;) = f(@iy5),  {(iyi) h<ij<n (4.47)

L’opérateur continu étant remplacé par son approximation discréte, la solution continue u est
remplacée par la solution discréte uy de sorte que le probléme devient

—Apun(wi, y;5) = f(@i,y5), (@i, v5) hi<ij<n (4.48)

En explicitant ’expression du laplacien discret, nous obtenons

—up(x; — h,y;) — up(xs, yj — h) + dup(xs, y5) — up(e; + h,y;) —un(xi,y; +h) (@i )
h2 - (SR VN
(4.49)

. def def . L.
Avec les notations u; ; = up(x5,y;) et fi; = f(x4,y;), nous obtenons le schéma numérique

Uty — Mo b ey S _p | 1< SN (4.50)

Les valeurs w;_1 j, u; j—1,U; j, Uit+1,; et u; j41 sont a déterminer sauf les valeurs sur les bords,

— uj—1,; lorsque ¢ = 1 (bord & gauche),
— ;-1 lorsque j =1 (bord en bas),

— U;y1,j lorsque ¢ = N (bord a droite),
— ;41 lorsque j = N (bord en haut).
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44 Chapitre 4. Résolution des EDP par la méthode des différences finies

Le probléme discret (73,%) approchant (772) s’écrit

—Ui—1,j = Wij—1 + AU — Uip1j — Uij41 = h? fijs 2<i,j<N-1
—uij—1 +4ur; — U — Ul 41 = Rhfij+a, 2<j<N-1
—Ui—1,1 + AU 1 — Uip1,1 — U2 = hfi1+a, 2<i<N-1
—UN_1,; — UN,j—1 + 4UNj — UN j+1 = RWfyj+a, 2<j<N-1
(73;%) —Ui—1,N — Ui N—1 +4U; N — Uiy1 N = Rfin+ta, 2<i<N-1
duyq — ug — U2 = hfi1+ 2q,
—u1,N—1 +4ui N — U2 N = R fin + 20,
—un—1,1 +4un1 — un; = Rh%fyn1+2q,
—UN_1,N — UN,N—1 + 4un N = RhifynN + 20,

La premiére équation est la résolution du laplacien discret sur les noeuds internes de Qh (i.e.
Pouvert de €), les quatre équations suivantes correspondent aux bords (gauche, bas, droit et
haut) et les quatre derniéres correspondent aux coins (bas-gauche, haut-gauche, bas-droite et
haut-droite).

4.5.2.4  Formulation matricielle

En dimension un, la numérotation des inconnues correspond naturellement & celle des noeuds
du maillage. En revanche, plusieurs numérotations sont possibles en dimension supérieure. En
dimension deux, le choix le plus courant pour passer du double indigage (7, ) & un simple indigage
k est

Il s’agit de la numeérotation ligne par ligne illustrée a la figure (4.7). La numérotation colonne
par colonne est k(7,j) = j+ (i — 1)N. Dans les deux cas, nous avons u; jy = u;;, V1 < k < N2

(LN) (N7N) N27N+1 N2
(7’7]) ]"_(Z_l)N
(1,2) (2,2) N+1 N+2
(L1) (2,1) (N, 1) 1 2 N
Double indicage (1, j) Simple indicage k

FI1GURE 4.7 — Numérotation des inconnues ligne par ligne.

P. Sochala ESTACA — 3°™¢ année



4.5. Laplacien en dimension deux 45

Le probléme discret (73,%) s’écrit sous la forme matricielle (structure bloc) suivante

[ D -1 U1 f:,l a1
-1 D -1 U:,2 f:,2 a2
3 -1 D I wg | = L |t b
-1 D -I U N—1 f:,Nfl 9
L _I D . L u:7N J L f!,N . al

en posant D def tridiag(—1,4, —1), matrice tridiagonale,
1 diag(1), matrice identité,

def . . . .
U j = (uLj, cee ,uNJ)T, 1 < j < N, vecteur des inconnues de la j-éme ligne de €,
def T .
f:,j:(fl,ja"',fN,j) ’1§3§N7
def
a1 = (20[,0[,"' ,a,2a)—|—?
def T

Qg = (0470,"' ,O,Q)
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Chapitre 5

Résolution des EDO

De nombreux problémes en sciences appliquées ménent & des équations différentielles ordi-
naires (EDO). Une EDO se définit comme une relation entre une ou plusieurs fonctions inconnues
et leurs dérivées. Dans le cas d’une seule fonction y, la forme générale d’'une EDO est

F(w,y(x),y (2),y"(x) -,y (2)) = 0, (5.1)

ol le degré maximal de dérivation n s’appelle 1’ordre de ’EDO.

5.1 Introduction

5.1.1 Probléme de Cauchy

Définition. Le probleme de Cauchy est la résolution d’une équation différentielle complétée d’une
condition initiale yog appelée condition de Cauchy,

{y’(t) = f(t,yt)), Vt€lo,T]
y(0) = yo-

La fonction y € C1([0,T]) est inconnue alors que f et yo sont données. La fonction f est continue
par rapport a t (f € C([0,T])) et est localement lipschitzienne ® par rapport a y.

a. Vi€ [O7T]7Vy17y2 € Cl([O7T])7E|k >0, ||f(t7y1) _f(t7y2)|| < k”yl _y2||

Nous allons présenter plusieurs schémas pour résoudre ce probléme. Précisons que si f ne dépend
pas explicitement de t (i.e. f(t,y) = f(y)), 'équation différentielle est dite autonome.

5.1.2 Exemples
5.1.2.1 Mécanique vibratoire

La position y de 'amortissement d’une voiture peut ére modélisée par 'EDO d’ordre 2 sui-
vante
my” +cy +ky =0 sur|0,T],

y(0) =1,
y'(0) =0,
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ol m est la masse de la voiture, ¢ le coefficient d’amortissement et k la force de rappel. Cette

EDO s’écrit sous la forme d'un systéme d’ordre 1 en posant = = (y,9)",
1
= Ax sur |0, 7], avec A def [ _Oﬁ _c }
m m
(0) = (1,0)T,

La matrice A s’appelle aussi matrice d’état.

5.1.2.2  FEquation de la chaleur

En discrétisant le laplacien par différences finies et la condition initiale u" dans I’équation de
la chaleur avec CL de Dirichlet homogéne,

% — Au = 0 dans QX]O,T]a

u(z,t) =0 sur 092x10,T1,
u(-,0) =u"  dans Q,

nous obtenons la forme semi-discréte suivante
d.%'h
— = Az, sur |0,T
dt h ] ]’
29 =u0(:) dans Q,
ou A est tridiagonale en 1D et tridiagonale par blocs en 2D, xj, est le vecteur des inconnues
nodales et u°(:) désigne I’ensemble des valeurs de u”(x) aux nceuds du maillage.

5.1.3 Maillage

Nous considérons une subdivision de [0,7] en Nr intervalles de longueur constante 6t. Les
points t" de cette subdivision sont des multiples du pas de temps dt,

T
YO <n< Np, t'"=ndt, avec ot def
Nrp
Lorsque 4t est constant, comme sur la figure 5.1, la discrétisation en temps est uniforme mais il
est parfois utile de considérer une subdivison en intervalles de longueurs différentes.

tO tl tnfl tn tn+1 tNTfl tNT
0 T

FIGURE 5.1 — Subdivision uniforme de [0, .

5.2 Quelques schémas

5.2.1 Obtention des schémas

Pour un schéma numérique, la dérivée premiére étant remplacée par un opérateur discret, la
solution continue y est aussi remplacée par la solution discréte y, et nous désignons par y” la

solution approchée a l'instant ¢",

v (). (5.2)
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Nous désignons formellement par Ds; l'opérateur permettant d’exprimer y"*! et distinguons
deux types de schémas pour résoudre les EDO,
— les schémas explicites expriment y™! en fonction de valeurs connues de ¥, et s’écrivent

yn+1 = Dét(yna yn_17 e )7 (53)

— les schémas implicites expriment y" ! en fonction de y™*! et de valeurs connues de y;, et
s’écrivent
yn—I—l _ Dét(yn-i—l,yn’yn—l"”)‘ (5'4)

Plusieurs méthodes existent pour résoudre le probléme de Cauchy :

1. la dérivée premiére est remplacée par un opérateur approché Dy,
y'(t) 2 Day(t) = Dey(t) = f(t,y(t)), (5.5)

2. TEDO est intégrée entre t" et t" + 6t,

tn+1

y(t)=flty®) =y —yt") :/t [t y(t), (5.6)

n

et une formule de quadrature estime le second membre,

3. les méthodes précédentes sont combinées.

5.2.2 Schémas explicites

5.2.2.1 FRuler explicite

La derivée temporelle est approchée par 'opérateur décentré a droite

(0 = Dy L =0, 5:1)

de sorte que nous obtenons le probléme discret suivant

Y0<n<Np—1, yn(t” + 52 — o) _ " yn(t™)). (5.8)

Le schéma d’Euler explicite s’écrit finalement

Y=y Sy, (5.9)

5.2.2.2  Saute-mouton

La derivée temporelle est approchée par 'opérateur centré

(0) = Dyy(e) & LU0, (5.10)

de sorte que nous obtenons le probléme discret suivant

yn(t" + 0t) — yp(t" — ot)
26t

V1<n<Np—1, — £, yn(t™)). (5.11)

Le schéma saute-mouton s’écrit finalement

y" =yt 26 (10 7). (5.12)

ESTACA — 3%™¢ année P. Sochala
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5.2.3 Schémas implicites
5.2.8.1 FEuler implicite

La derivée temporelle est approchée par 'opérateur décentré a gauche

def Y(t) —y(t — 575).

y'(t) ~ Dyy(t) = 50 (5.13)
de sorte que nous obtenons le probléme discret suivant
t") — t" — 6t
vo<n<Np—1, Y= val ) e, (™), (5.14)

ot

Le schéma d’Euler implicite s’écrit finalement (en remplagant I'indice muet n par n + 1 dans
l’équation ci-dessus)

ynJrl _ yn + 5tf(tn+1,yn+1). (5.15)

5.2.8.2  Crank—Nicolson

Ce shéma est la moyenne des schémas d’Euler explicite et implicite

5
y" =yt 4 5t<f(t”, y") + fE y”“))- (5.16)

Il peut aussi étre obtenu avec la formule des trapézes pour estimer l'intégrale dans (5.6).

5.3 Analyse des schémas

5.3.1 Convergence
Définition. Un schéma numérique converge & l'ordre p s’il existe une constante C € R™ indé-

pendante de Ot tel que
Vn >0, |y(ndt) —yp(not)| < CotP.

Le tableau ci-dessous donne les ordres des principales méthodes précédentes.

Méthode ordre
Euler explicite 1
saute-mouton 2
Euler implicite 1
Crank—Nicolson 2

TABLE 5.1 — Ordre de convergence des schémas présentés.
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5.3.2 Stabilité absolue
5.83.2.1 Probléme modéle
Définition. Le probléeme de Cauchy linéaire suivant est appelé probléme modéle
y'(t) =Ay(t), t>0, AeC,
y(0) =1,
La solution de ce probléme est y(t) = exp(At) = exp((Ar +iX;)t) = exp(Aet) ( cos(Ait) +isin(Ait))
et son comportement varie suivant la valeur de la partie réelle de X :
— Ar > 0 : la solution croit exponentiellement et le probléme est instable,

— A = 0 : la solution oscille,

— Ar < 0: la solution decroit exponentiellement et la stabilité absolue traduit que la solution
numérique a ce méme comportement.

5.3.2.2 Condition de stabilité

Définition. Un schéma est absolument stable pour le probléme modéle si

lim |y"| = 0. (5.17)

t"—o0

Définition. La région de stabilité absolue d’un schéma est le sous-ensemble A du plan complexe

défini par
AY {z = Mot € C tel que tr}l_r}n ly"| = 0}. (5.18)

Définition. La fonction d’amplification G(Adt) d’un schéma est définie par
g L Gty (5.19)
Propriété. La région de stabilité absolue A est déterminée avec la fonction d’amplification
A ={z € C tel que |G(2)| < 1}. (5.20)

Démonstration. La condition de stabilité absolue traduit que le module de la fonction d’ampli-
fication doit étre inférieur a 1,

lim [y"| =0 < |G(\t)] <1

t"—00

puisqu’une simple récurrence donne y" ! = (G(A&t))nH. -

5.8.2.3 FExemples

Nous allons déterminer les régions de stabilité des schémas d’Euler explicite et implicite.
Le schéma d’Euler explicite (Ee) appliqué au probléme modéle s’écrit

Y=y L NGty = Gee(A\0t) =14+ M0t = | Age = {2 tel que |1 + 2| < 1}

ce qui signifie que la région de stabilité du schéma d’Euler explicite est I'intérieur du cercle de
centre —1 et de rayon 1.
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Le schéma d’Euler implicite (Ei) appliqué au probléme modéle s’écrit

1

M= g NSty i(AGt) =
y y" + Adty = Gu(At) = =

= ‘AEi:{ztelque|1—z|>1}‘

ce qui signifie que la région de stabilité du schéma d’Euler implicite est ’extérieur du cercle de
centre 1 et de rayon 1.

/\i5t )\iét

(—2,0) (2,0)
Aot /\ Aot

FIGURE 5.2 — Domaines de stabilité (en gris) des méthodes d’Euler explicite et implicite.

5.4 Application aux EDP : résolution de I’équation de la chaleur

Nous proposons de résoudre ’équation de la chaleur en dimension une d’espace sur le domaine
[0, L] avec des CL de Dirichlet homogeéne,

% —Au=f dans ]0, L[x]0, T,
U(O, ) = ’LL(L, ) = 07 sur ]07T]7
u(-,0) = ud sur |0, L],

Les pas d’espace et de temps sont notés h et dt et nous adoptons la notation

up(x, t") = uj'.
La forme semi-discréte (i.e. la discrétisation est uniquement en espace) de 1’équation de la chaleur
s’écrit
dui(ndt)  u;_1(not) — 2u;(ndt) + uir1(ndt)
a h?

Nous allons comparer les schémas d’Euler explicite et implicite pour intégrer cette EDO.

1<i<N,

+ fi. (5.21)
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5.4.1 Euler explicite

Le schéma d’Euler explicite s’écrit pour 0 <n < Np—1let 1 <i <N,

ut Tt u? = 2u? +ul
5 = 1 2 L+ fi (5.22)
ce qui se réécrit
ot ot ot
ultt = Sl + <1 — 2ﬁ>u? + 35Uk + Ot (5.23)

Ce schéma est stable si la condition suivante, appelée condition CFL, est vérifiée

ot h?
1-2-= ot < —. .24
2 >0 = <3 (5.24)

Le schéma d’Euler explicite permet d’obtenir la solution directement & partir de la solution a
I'instant précédent mais nécessite une condition de stabilité sur le pas de temps.

5.4.2 Euler implicite

Le schéma d’Euler implicite s’écrit pour 0 <n < Ny —1let 1 <i< N,

W gt 4 an)
= . 5.25
ce qui se réécrit
unJrl _ 2un+1 + n+1
u gt s AL — oy 4 St (5.26)
L’écriture matricielle de cette équation est
0<n<Np—1, |[(I+d5tA)zytt =0p", (5.27)

en posant [ def diag(1), matrice identité,

A def ﬁtm’diag(_L 2, —1), matrice tridiagonale,

def
n = n n
wp = (uf, - uy

t
pr (u’;+5tf1,-.. ,u"N+5th>

)T, vecteur constitué des inconnues nodales & l'instant nét,

Le schéma d’Euler implicite nécessite la résolution d’un systémes linéaire (5.27) pour trouver la
solution & un instant donné mais sans condition de stabilité sur le pas de temps.
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Annexe A

EDO

Nous rappelons dans cette annexe les solutions des équations différentielles ordinaires (EDO)
a coefficients constants du premier et second ordre. Les équations étant linéaires, le principe de
superposition s’applique : la solution générale d’une EDO linéaire avec second membre est la
somme de la solution générale de I’EDO homogéne et d’une solution particuliere de ’EDO avec
second membre.

A.1 EDO linéaire d’ordre un

La forme générale d’'une EDO linéaire d’ordre un est
v (z) + au(z) = f(x), (A1)

ol u est la fonction inconnue, f est un terme source et a un coefficient. La solution est déterminée

par une condition initiale u(0) = u®.

A.1.1 Equation homogéne

La solution générale de I’équation homgene est u(x) = aexp(—ax),a € R.

A.1.2 Meéthode de variation de la constante

On cherche une solution particuliére de ’équation compléte sous la forme u(x) = a(z) exp(—azx),
ce qui conduit & la résolution de

o (z)exp(—ax) = f(z) = a(:v):/f(x)exp(ax).

La solution particuliére nécessite donc de connaitre une primitive de f(z)exp(ax).

A.1.3 Exemple

L’intensité I d’un circuit électrique constitué d’une inductance L et d’une résistance R s’écrit
sous la forme générale suivante

R._ E
LI'+ RI = Eysin(wt) & I'+ 21 = fo sin(wt),

ot le terme source Ejsin(wt) représente une force électromotrice de pulsation w qui alimente le
circuit. La solution générale s’écrit

Ey

Y _(Rsi Eo
T L2 (Rsin(wt) — wL cos(wt)) = aexp(—R/Lt) + 72 sin(wt — @),

I(t) = aexp(—R/Lt) +
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ot Z Y VRZ ¥ w22 est I'impédance du circuit et ¢ def arcsin(wL/Z) son déphasage. La condi-

tion initiale 1(0) = I° donne finalement

I(t) = (Io + EZ2L> exp(—R/Lt) + % sin(wt — ),

ol le premier terme est le régime transitoire et le second terme le régime permanent.

A.2 EDO linéaire d’ordre deux

La forme générale d’'une EDO linéaire d’ordre deux est

o (z) + b/ (x) + cu(z) = f() (A.2)

ou u est la fonction inconnue, f est un terme source et a,b,c des coefficients. La solution est

déterminée par deux conditions initiales u(0) = u® et u/(0) = v°.

A.2.1 Equation homogéne

L’équation caractéristique permet de déterminer le discriminant A,
ar? +br4+c=0 = A=0b>—4ac
Le signe du discriminant donne la forme de la solution générale

aexp(riz) + fexp(roz),
= (o + B) exp(rz),
= xp()\Jr )+ Bexp(A~z) dans C,
= exp(uz)(Acos(vx) + Bsin(vz)) dans R.

— A >0 = 2 racines réelles r1 et ry : U

— A =0 = 1 racine réelle r : U

~ A <0 = 2 racines complexes \* = u + iv : u(x

A.2.2 Meéthode de variation de la constante

Soient w1 et wug les solutions de 'EDO homogéne. On cherche une solution particuliére de
I’équation compléte telle que

y(x) = Ci(z)ur(z) + Ca(z)uz(z) et y'(z) = Cr(z)uy(z) + Ca(z)uy().
Ces deux relations impliquent que les fonctions C(z) et Co(x) vérifient le systéme suivant

Ci(z)ur(x) + Cy(x)uz(x) =0,

Oy () + Chwpup () = T2

L’intégration de C7(z) et C4(x) donne la solution générale dans laquelle les constantes d’inté-
gration sont déterminées par les conditions initiales.

P. Sochala ESTACA — 3°™¢ année



A.2. EDO linéaire d’ordre deux 57

A.2.3 Exemple (cas homogéne)

Les oscillations libres d’un systéme amorti sont modélisées par
u’ + 22 + wiu =0, (A.4)

ol A est le coefficient d’amortissement et wq la pulsation propre. L’allongement du ressort d’un
systéme masse-ressort, ’angle avec la verticale d’'un pendule et la tension d’un circuit RLC
vérifient cette équation différentielle. L’équation caractéristique de (A.4) est

P42 +wi=0 = A=4(\-w)
Les valeurs relatives de A et wy permettent de distinguer les trois régimes suivants
— pseudo-périodique si A < wq : u(t) = exp(—At) (acos(wt) + Bsin(wt)), w = /wi — N2,
— critique si A = wyp : u(t) = exp(—At)(at + B),
— apériodique si A > wy : u(t) = exp(—At) (cexp(wt) + Bexp(—wt)), w = /A2 — wi,

les constantes a et [ étant déterminées par les conditions initiales. La figure A.1 représente
la solution pour u(0) = 1 et «/(0) = 0 ainsi que pour des valeurs du coefficient d’amortisse-
ment A\ conduisant aux différents régimes : le régime pseudo-périodique correspond & un faible
amortissement tandis que le régime apériodique correspond & fort amortissement.

0.5 i

-0.51

FIGURE A.1 — Influence de 'amortissement (A € {0.02,0.5,1,1.5}) sur la solution de (A.4).
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Annexe B

Algébre matriciel

B.1 Norme vectorielle

Définition. Une norme vectorielle est une application || - || : R™ — R vérifiant Vu,v € R™,
1. ||| =0 et|v]| =0 & v=0,
2. Va e R, |law|| = |a] ||v|| (homogénéité),
3. |lu+ || < |lul| + ||v]| (inégalité triangulaire).

La norme p d’un vecteur est définie par

1
n D
def
ol % (zm)
1=1

Les normes les plus utilisées sont les normes 1, euclidienne (qui représente la longueur du vecteur)
et infinie :

et ||v]lse & max |vil.
1<i<n

n
def def
ol S i, ol =

i=1

B.2 Matrices

B.2.1 Rappels généraux

Une matrice réelle A de dimension n x p et de terme général a; j est un tableau rectangulaire
de coefficients réels a n lignes et p colonnes,

all oo alp

La somme de deux matrices A et B de dimensions n X p est une matrice C de dimension n X p
de terme général

Cij = aij + bij,

ol a;; et b;; sont les termes généraux de A et B.
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Le produit de deux matrices A et B de dimensions respectives n X p et p X m est une matrice C'
de dimension n x m de terme général

p
Cij = Y Gikbr;-
k=1

Nous considérons maintenant que la matrice A est une matrice carrée. Le déterminant de A est

n

det(A) = Z €(s) Has(i)i,

s€on i=1

ol 0, est 'ensemble des permutations de {1,--- ,n} et €(s) désigne la signature de la permutation
(qui vaut 1 si la permutation est paire et —1 si la permutation est impaire).

Les wvaleurs propres X et les vecteurs propres v (# 0) de A vérifient
Av = .

Les valeurs propres sont obtenues en résolvant det(A — AI) = 0.

Le spectre Sp(A) de A est ’ensemble de ces valeurs propres et le rayon spectral p(A) est la valeur
propre de plus grand module,

Sp(A) ={A e C, Av = Av,v # 0} et p(A):Aer?qga)\)\\.

La matrice A est diagonalisable ssi A = PDP~! avec D matrice diagonale constituée des valeurs
propres (d; = \;) et P matrice de passage constituée des vecteurs propres.

La matrice A est inversible ssi det(A) # 0 et I'unique inverse A~! de A vérifie
AAT = ATTA=T,

ou I est la matrice identité.

B.2.2 Définitions

La décomposition par blocs d’une matrice de dimension n X p s’écrit

Ag - Ags

ou les A;; sont des matrices de dimension n; x n; vérifiant > >, n; =n et 23:1 nj =p.

La transposée AT d’une matrice A est obtenue en permutant les lignes et les colonnes,

Une matrice carrée A est symétrique ssi A = AT,

ailr - Glp

A= Q5 Ang V(Zu?) = {17 7n}27 Aji = Qij-

Ain - App
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Une matrice carrée A est antisymétrique ssi A = —AT,
0 a2 o ain
_ | —a12 0 .o 2 .
A= . . < V(Z,])G{l,'-- ,TL} y Aji = —Qgj-
: 0 Unp—1n
—A1n - —0n-1n 0

La diagonale d’'une matrice antisymétrique est nulle.
Une matrice pleine contient beaucoup de coeflicients non nuls tandis qu'une matrice creuse
comporte essentiellement des coefficients nuls. Une matrice diagonale a des coefficients extra-
diagonaux nuls,

a;;#70sii=7 et a;;=0sii#j,

et une matrice tridiagonale a des coefficients non-nuls sur la diagonale, la sous-diagonale et la
sur-diagonale,
a;j #0sili—j]<1 et a;;=0si]i—j]>1

Une matrice triangulaire inférieure a ses coefficients au-dessus de la diagonale qui sont nuls,
a;; #0sit >3 et a;; =0sii<y,

et une matrice triangulaire supérieure a ses coefficients au-dessous de la diagonale qui sont nuls,
a;; #0sit<j et a;; =0sii>j.

Les positions des coefficients non nuls de ces différentes matrices sont indiquées sur la figure (B.1).

La matrice A est définie positive si et seulement si
VeeR", x#0, (Az,z)>0.
La matrice A est définie positive si et seulement si toutes ses valeurs propres sont positives.

Démonstration. Supposons A définie positive. Soit (A,v) un couple de valeur propre, vecteur
propre (v # 0) associé a A,

Av=Xx = (Av,v) = Av,v) = A=

Réciproquement, si A > 0, (Av,v) = A\(v,v) > 0. Les vecteurs propres formant une base de R”,
Iinégalité est vérifiée pour tout vecteur non nul de R". U
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X X X X X X X X X X

(a) Matrice pleine

(¢) Matrice diagonale

X X X
X X X
X X
X X X
X X X
X X X
X X X
X X X
X X
X X X
X
X
X
X X X
X X X
X X
X

(e) Matrice triangulaire supérieure

X X X X X

X X X X

X X X X X

X X X X X X X X X

X

X X X X X X

X

X X X X X X

X

X X X X X X X

X X X X X X X X X X

X X X X X X X X

X X X X X X X

X X

X X X X X X X X X

X X X X X X X X X

X X X X X X X X X X

X X X
X X
X X X
X X X
X
X
X X
X
X X
X X X X ]

(b) Matrice creuse

X X
X X X
X X X
X X X
X X X
X X X
X X X
X X X
X X X
X X
(d) Matrice tridiagonale
N
X X
X X X
X X X X
X X X X X
X X X X X X
X X X X X X X
X X X X X X X X
X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X|

—~

f) Matrice triangulaire inférieure

FIGURE B.1 — Matrices particuliéres selon le nombre et la position des coefficients non nuls x.
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Annexe C

Opérateurs différentiels

Les opérateurs différentiels sont essentiels puisqu’ils sont utilisés dans la modélisation de
nombreux domaines de la physique (comme la mécanique des fluides, la mécanique des solides, la
thermique, I’électromagnétisme, 'acoustique, ...) via des équations aux dérivées partielles. Nous
les donnons en coordonnées cartésiennes.

C.1 Définitions

C.1.1 Gradient

Cet opérateur est noté grad ou V. Le gradient d’'un champ scalaire f est défini par le vecteur

of
ox

def
VIS | %

of
0z

Le gradient est une extension de la dérivée classique & une fonction de plusieurs variables et
indique la fagon dont varie la fonction dans l'espace. Les fleches de la figure C.1 représentent le
gradient de la couleur la plus foncée vers la couleur la plus claire pour un champ constant suivant
la direction verticale et un champ radial.

F1GURE C.1 — Exemples de gradient de champs scalaires plans.
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C.1.2 Divergence

Cet opérateur est noté div ou V - . La divergence d'un champ vectoriel F' est définie par le
scalaire suivant
. def 8f:1: afy afz
div(F) = — + —= .
w(F) ox + oy + 0z

La divergence d’un champ v mesure 'intensité de ces variations locales qui sont positives en cas
d’expansion et négatives en cas de contraction comme l'illustre la figure C.2.

div(v) <0 div(v) =0 div(v) >0

contraction zone neutre exrpansion

FIGURE C.2 — Types de variations locales d’un champ v selon le signe de div(v).

C.1.3 Rotationnel

Cet opérateur est noté rot ou VA et le rotationnel d’un champ vectoriel F' est défini par

of.: _ Ofy

dy 0z

def Ofz of,
rot(F) = | G - 4
Ofy _ Ofa

ox oy

Parmi les champs de la figure C.3, deux ont une divergence nulle et deux ont un rotationnel nul :
— vy vérifie div(v1) = 0 et rot(v1) = 0, ce champ est unidirectionnel (v, = cste, v, = 0),

(v2) # 0 et rot(vz) = 0, ce champ est radial (v, = x,vy = y),

— ws vérifie div(vs) = 0 et rot(vs) # 0, ce champ est orthoradial (v, = —y,vy = ),

(va) (va) #0

— vy vérifie div(vg) # 0 et rot(vy

— 9 vérifie div(vg

s (e =z —y,vy = ).

ﬁﬁﬁﬁﬁﬁ - f
NS //(&\\ oo ' /

”””””” SN ///\\\ oo !
%%%%%% o o o vob v s/
%%%%%% - - J\\ o LS
%%%%%% S/ VNN \\\/// N
%%%%%% /NN N e

(a) v1 (b) vz (c) vs (d) va

F1GURE C.3 — Exemples de champs vectoriels plans.
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C.1.4 Laplacien

Cet opérateur de diffusion est noté A. Le laplacien d’'un champ scalaire f est défini par le
scalaire

at Of Of | OPf
AP Gt gt o

C.2 Propriétés
Nous donnons quelques propriétés des opérateurs sans indiquer les démonstrations qui sont

évidentes. Soient f et g deux champs scalaires et F' et G deux champs vectoriels.
Les opérateurs gradient, divergence, rotationnel et laplacien sont linéaires :

« V(f+9)=Vf+Vy,

o div(F + G) = div(F) + div(G),

o 70t(F + G) = rot(F) + rot(G),

« A(f+9)=Af+ Ag.

Il est également possible d’effectuer des compositions entre les différents opérateurs :
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