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� Nous avons autant à apprendre des �uides que des solides.

Nous devrions nous apprendre à penser les solides à partir

de l'expériene primitive des �uides, ne serait-e que pour

ontrebalaner le mouvement épistémologique inverse suivi

par la tradition. �

Gaston Bahelard, le nouvel esprit sienti�que.





Avant-propos

Ce doument est le support d'un enseignement donné depuis 2007 aux étudiants de première

année de l'Eole Spéiale des Travaux Publis (ESTP) dans la �lière méanique � életriité.

S'adressant à des étudiants de troisième année de liene (ou à toute personne urieuse de dé-

ouvrir la méanique des �uides), il néessite une formation de base en mathématiques et en

physique. Les notions prérequises sont néanmoins indiquées dans l'annexe A. La méanique des

�uides est un vaste domaine et bien des aspets de ette disipline ne sont pas abordés omme

les éoulements géophysiques, la modélisation de la houle et les éoulements en milieux poreux.

L'objetif de et enseignement est de présenter les notions de base de l'hydrodynamique :

� les notions de méanique des milieux ontinus et le adre du ours sont indiqués

dans le premier hapitre,

� l'hydrostatique permet de traiter simplement plusieurs situations grâe à l'équation de

Pasal et au prinipe d'Arhimède,

� les �uides parfaits sont onsidérés non visqueux : les théorèmes de Bernoulli et d'Euler

sont des outils puissants qui s'appliquent dans de nombreuses situations. De même, les

éoulements à potentiel omplexe sont très e�aes pour les éoulements irrotationnels

plans,

� les �uides réels prennent en ompte la visosité et 'est l'équation de Navier�Stokes qui

régit e type de �uide. Le théorème de Bernoulli généralisé permet le dimensionnement

des iruits hydrauliques, la ouhe limite est une notion importante en méanique des

�uides et la similitude permet l'étude sur modèles réduits,

� les éoulements turbulents sont di�iles à appréhender et sont souvent modélisés par

l'équation de Reynolds. Les modèles de turblulene le plus simple (modèle de Boussinesq)

et le plus onnu (modèle k − ǫ) sont présentés,
� les éoulements à surfae libre sont les éoulements en anaux et rivières. Les équations

de Saint�Venant gouvernent e type d'éoulement qui sont résolues dans des situations

monodimensionnelles simpli�ées.

Ce polyopié de ours à été réalisé à partir de nombreux extraits de ours disponibles libre-

ment sur Internet. Je remerie d'ailleurs l'ensemble des auteurs mettant à disposition leur travail

sur le web. Trois ouvrages m'ont partiulièrement servis :

� Méanique des �uides PC - PSI

X. Carbonneau, J-B. Cazalbou, P. Chassaing, L. Joly - Bréal, 2005

� Hydrodynamique physique

E. Guyon, J-P. Hulin, L. Petit - Edp Sienes, 2001

� Méanique des �uides appliquée

P-L. Viollet, J-P. Chabard, P. Esposito, D. Laurene - Presses de l'ENPC, 2003

Vous pouvez me faire part de vos remarques onernant l'organisation de e doument à

l'adresse p.sohala�brgm.fr.
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Chapitre 1

Introdution

L'objetif de e premier hapitre est de fournir les bases néessaires à la bonne ompréhension

du ours. Il est lair que les notions de méanique des milieux ontinus (MMC) ne se limitent

pas à la méanique des �uides mais sont également utilisées en méanique des solides (résistane

des matériaux et élastiité par exemple).

Dans e hapitre introdutif, nous ommençons par donner les bases de la MMC en abordant

suessivement les notions de milieu ontinu, inématique, théorème de transport, déformation,

ontrainte et pression ainsi que les prinipes de onservation. Nous abordons ensuite des onepts

propres à la méanique des �uides en dé�nissant la notion de �uide, en préisant les hypothèses

réalisées en hydrodynamique notamment onernant la ompressibilité et en donnant quelques

dé�nitions.

1.1 Bases de méanique des milieux ontinus

1.1.1 Milieu ontinu

La représentation de la matière est di�érente suivant l'éhelle d'étude onsidérée. A l'éhelle

mirosopique, la matière se présente omme un ensemble de moléules en mouvement qui

entrent en ollision les unes ave les autres. Ce mouvement est aratérisé par le libre parours

moyen entre deux ollisions ainsi que par la vitesse quadratique moyenne d'agitation des molé-

ules. L'étude de la matière �uide à ette éhelle relève de la théorie inétique des gaz. Dans e

as, la masse volumique d'un ensemble de N moléules de masse mk situées dans un volume v
est

ρ =
1

v

N∑

k=1

mk.

L'agitation moléulaire entraine des variations du nombre de moléules dans un volume onsidéré

e qui engendre des �utuations mirosopiques de la masse volumique omme le shématise la

�gure 1.1. A l'éhelle marosopique, la matière semble répartie ontinûment dans l'espae

et la méanique des milieux ontinus est la théorie utilisée à ette éhelle. Dans e as, la masse

volumique d'un système de masse M et de volume V est

ρ =
M

V
.

Des variations marosopiques de la masse volumique dues à l'hétérogénéité de la matière sont

présentes à ette éhelle omme le montre la �gure 1.1. La notion de partiule �uide dé�nie à

l'éhelle mésosopique permet de onilier le milieu disret de l'éhelle mirosopique ave le

milieu ontinu de l'éhelle marosopique. En e�et, une partiule �uide est un volume assez grand
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pour ontenir un nombre important de moléules (v → ∞) et assez petit pour être onsidéré

omme un point matériel (V → 0). L'hypothèse de ontinuité d'un milieu matériel postule qu'il

existe es volumes dans lesquels les propriétés physiques de e milieu sont onstantes.

mirosopique mésosopique marosopique

�utuations mirosopiques
variations marosopiques

| |
v→∞ 0← Vnm Particulef luide mm - km

Figure 1.1 � Variation de la masse volumique suivant l'éhelle onsidérée.

Le nombre adimensionnel de Knudsen (physiien hollandais, 1871�1949) Kn, dé�ni omme le

rapport du libre parours moyen entre deux ollisions moléulaires l et d'une dimension araté-

ristique du mouvement moyen L,

Kn
def
=

l

L
,

permet de dé�nir le type d'éoulement. Quand le nombre de Knudsen est petit (Kn < 0.01)
omme 'est le as à basse altitude, la méanique des milieux ontinus est valable et les éoule-

ments sont gouvernés par l'équation de Navier�Stokes (ingénieur français, 1785�1835 et physiien

anglais, 1819 � 1903) qui est détaillée au hapitre 4 et dont voii l'expression

dv

dt
+

1

ρ
∇p = F + ν∆v,

où v est la vitesse, p la pression, F l'ensemble des fores extérieures et ν la visosité. Quand le

nombre de Knudsen est supérieur à 1, omme 'est le as pour l'atmosphère raré�ée, la théorie

inétique des gaz est valide et les éoulements sont alors régis par l'équation de Boltzmann

(physiien autrihien, 1844�1906),

∂f

∂t
+ ξ · ∇f = Q,

où f est la densité des moléules, ξ la vitesse des partiules et Q un opérateur de ollision. Dans

les as intermédiaires, les éoulements sont déterminés par un ouplage de es deux équations.

1.1.2 Cinématique

Deux types d'analyses existent pour dérire le mouvement d'un milieu ontinu. Nous onsi-

dérons, sur un intervalle de temps [0, T ], la déformation d'un domaine dé�ni par la on�guration

initiale Ω0
. Le domaine de l'espae oupé à l'instant t est noté Ωt

. Une partiule P est repérée

par ses oordonnées x0 = (x0, y0, z0)⊤ à l'instant initial et par ses oordonnées x = (x, y, z)⊤ à

l'instant t (en toute rigueur, es oordonnées devraient être notées xt).

P. Sohala E.S.T.P � 1ère année
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O

ex

ey

ez

Ω0 Ωt

× ×
P P

xx0

u

φ

Figure 1.2 � Con�gurations initiale et ourante d'un système.

1.1.2.1 Desriptions lagrangienne et eulérienne

La desription lagrangienne onsiste à déterminer le veteur position x de toutes les partiules
à haque instant t ∈ [0, T ] à partir de leurs oordonnées initiales x0,

∀x ∈ Ωt, x = φ(x0, t). (1.1)

Les hypothèses du milieu ontinu imposent que φ soit une bijetion de Ω0
sur Ωt

, à tout instant t,
et que φ soit ontinue par rapport aux variables d'espae et de temps. Dans ette analyse, on

étudie l'évolution du système suivi dans son mouvement. Par exemple, quand nous sommes

dans une barque sur une rivière qui s'éoule, la vitesse de la barque entrainée par le ourant

représente la vitesse lagrangienne. Les variables de Lagrange sont (x0, t) et ette desription est

souvent préférée dans les études des solides déformables pour lesquels il est habituel de herher

le hamp de déplaement u qui est dé�ni par

u(x0, t)
def
= x− x0 = φ(x0, t)− x0.

La desription eulérienne onsiste à déterminer le veteur vitesse v de toutes les partiules à
haque instant t ∈ [0, T ],

∀x ∈ Ωt, v =
dx

dt
=
∂φ

∂t
(x0, t). (1.2)

Dans ette analyse, on étudie l'évolution du système en un point géométrique �xe où les vitesses

observées au ours du temps sont des vitesses de partiules di�érentes. Par exemple, quand nous

regardons s'éouler une rivière du haut d'un pont, nous perevons la vitesse eulérienne. Les

variables d'Euler sont (x, t) et ette desription est souvent préférée dans les études des �uides

pour lesquels il est habituel de herher le hamp de vitesse.

1.1.2.2 Trajetoires et lignes de ourant

La trajetoire d'un point matériel est dé�nie omme l'ensemble des positions oupées par

e point matériel au ours du temps. En variables lagrangiennes, les trajetoires sont données

diretement alors qu'en variables eulériennes, les trajetoires s'obtiennent en intégrant le système

di�érentiel

dx

vx
=
dy

vy
=
dz

vz
= dt ⇔







dx = vxdt,

dy = vydt,

dz = vzdt.

E.S.T.P � 1ère année P. Sohala
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Les lignes de ourant à un instant t sont les ourbes tangentes au veteur vitesse en haun de

leur point. Les lignes de ourant s'obtiennent en intégrant le système di�érentiel

dx

vx
=
dy

vy
=
dz

vz
⇔

{

vydx = vxdy,

vzdy = vydz.

En éoulement permanent, les trajetoires et les lignes de ourant sont onfondus. Une surfae

de ourant est l'ensemble des lignes de ourant qui s'appuient sur une ourbe C. Si ette ourbe
C est fermée omme sur la �gure 1.3, la surfae de ourant s'appelle alors un tube de ourant

Figure 1.3 � Tube de ourant.

1.1.2.3 Dérivée partiulaire d'une grandeur physique

La dérivée temporelle d'une grandeur physique dérite par les variables d'Euler mesure les

variations en temps d'une quantité suivie dans son mouvement :

Théorème 1. La dérivée temporelle en desription eulérienne d'une grandeur est la somme

d'un terme � temporel � et d'un terme � advetif � qui représente la variation liée à l'éoule-

ment,

df

dt
=
∂f

∂t
+ v · ∇f (1.3)

Démonstration. Il su�t d'érire la dérivée de la grandeur f(x, t) en tenant ompte de la variation
temporelle des variables x, y et z ; puis de remarquer que les omposantes du hamp de vitesse

apparaissent,

df

dt
=

∂f

∂t
+
∂f

∂x

∂x

∂t
+
∂f

∂y

∂y

∂t
+
∂f

∂z

∂z

∂t

=
∂f

∂t
+
∂f

∂x
vx +

∂f

∂y
vy +

∂f

∂z
vz.

1.1.3 Théorème de transport

La dérivée temporelle de l'intégrale d'une fontion dérite en variables eulériennes est donnée

par le théorème de Reynolds (ou théorème de transport) dont la démonstration repose sur la

formule de hangement de variable et la relation d'Euler (mathématiien et physiien suisse,

1707�1783).
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Théorème de Reynolds. La dérivée partiulaire d'une intégrale de volume dé�nie en densité

volumique d'une grandeur f(x, t) dérite par les variables eulériennes est

d

dt

∫

Ωt

f dV =

∫

Ωt

(
df

dt
+ fdiv(v)

)

dV. (1.4)

Démonstration. Le hangement de variable pour se ramener sur le domaine initial Ω0
s'érit

d

dt

∫

Ωt

f(x, t) dV
(1.5)
=

d

dt

∫

Ω0

f(φ(x0), t)J(x0, t) dV 0.

Le développement du membre de droite de l'égalité préédente et la relation d'Euler donne

d

dt

∫

Ωt

f(x, t) dV =

∫

Ω0

(
df(φ(x0), t)

dt
J(x0, t) + f(φ(x0), t)div(v)J(x0 , t)

)

dV 0.

Un autre hangement de variable revenant sur le domaine Ωt
permet de onlure.

Changement de variable. Soient U et V deux ouverts non vides de R
n
et ϕ : U → V un

C1-di�éomorphisme (ϕ est une bijetion telle que ϕ et ϕ−1
ont des dérivées partielles ontinues).

Si (f ◦ ϕ)|J | est intégrable sur U , alors pour toute fontion f : V → R mesurable, on a

∫

V
f(x) dV =

∫

U
f
(
ϕ(η)

)
|J(η)| dv, (1.5)

où J désigne le jaobien de φ.

Cette relation est un résultat de la théorie de la mesure. Le jaobien est dé�ni omme le

déterminant de la matrie jaobienne de la transformation φ,

J
def
=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂φx

∂x0

∂φx

∂y0
∂φx

∂z0

∂φy

∂x0

∂φy

∂y0
∂φy

∂z0

∂φz

∂x0

∂φz

∂y0
∂φz

∂z0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(1.1)
=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂x
∂x0

∂x
∂y0

∂x
∂z0

∂y
∂x0

∂y
∂y0

∂y
∂z0

∂z
∂x0

∂z
∂y0

∂z
∂z0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Le jaobien exprime la variation des petits volumes et véri�e 0 < J < ∞ en méanique des

milieux ontinus. En e�et, un jaobien nul orrespondrait à un volume initial de matière qui se

transformerait en un volume nul. De même, un jaobien qui deviendrait in�ni orrespondrait à

une quantité �nie de matière se dilatant en temps �ni dans un volume in�ni.

Relation d'Euler. Le jaobien J de la transformation φ véri�e l'équation di�érentielle d'ex-

pansion de volume

dJ

dt
= div(v)J, (1.6)

ave la ondition initiale J(0) = 1.

Démonstration. La ondition initiale provient du fait que φ est l'appliation identité à l'ins-

tant 0 impliquant que la matrie jaobienne soit égale à la matrie identité. L'équation (1.2) fait

apparaitre les omposantes de la vitesse dans la dérivée du jaobien,

dJ

dt
=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂vx
∂x0

∂vx
∂y0

∂vx
∂z0

∂y
∂x0

∂y
∂y0

∂y
∂z0

∂z
∂x0

∂z
∂y0

∂z
∂z0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

+

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂x
∂x0

∂x
∂y0

∂x
∂z0

∂vy
∂x0

∂vy
∂y0

∂vy
∂z0

∂z
∂x0

∂z
∂y0

∂z
∂z0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

+

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂x
∂x0

∂x
∂y0

∂x
∂z0

∂y
∂x0

∂y
∂y0

∂y
∂z0

∂vz
∂x0

∂vz
∂y0

∂vz
∂z0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.
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En remarquant que

∂vx
∂x0 = ∂vx

∂x
∂x
∂x0 ,

∂vx
∂y0

= ∂vx
∂x

∂x
∂y0

et

∂vx
∂z0

= ∂vx
∂x

∂x
∂z0

, le premier déterminant se

fatorise par

∂vx
∂x . De même, les deuxième et troisième déterminants se fatorisent respetivement

par

∂vy
∂y et

∂vz
∂z de sorte que l'on obtient

dJ

dt
=
∂vx
∂x

J +
∂vy
∂y

J +
∂vz
∂z

J = div(v)J.

Nous terminons par quelques remarques :

� Le théorème de Reynolds s'érit sous une forme légèrement di�érente en expliitant la

dérivée partiulaire. Dans le as d'une fontion vetorielle, nous obtenons

d

dt

∫

Ωt

G dV =

∫

Ωt

(
∂G

∂t
+ div(G ⊗ v)

)

dV.

� La mesure de l'intégrale dans (1.4) est apitale ar la dérivée partiulaire d'une intégrale

de volume dé�nie en densité massique est

d

dt

∫

Ωt

f dm =

∫

Ωt

df

dt
dm.

Démonstration. Le théorème de Reynolds appliqué à la fontion f
def
= fρ s'érit

d

dt

∫

Ωt

fρ dV =

∫

Ωt

(
df

dt
ρ+ f

dρ

dt
+ fρdiv(v)

)

dV =

∫

Ωt

(
df

dt
ρ+ f

[
∂ρ

dt
+ div(ρv)

])

dV.

En utilisant que ρdV = dm et que la quantité entre rohets s'annule ar il s'agit de l'équation

de onservation de la masse établie au §1.1.6, nous obtenons le résultat.

� Il s'avère parfois néessaire de généraliser (1.4) lorsque f est disontinue (f. Annexe B.2).

1.1.4 Déformation

Regardons la façon de mesurer la déformation d'un milieu ontinu en omparant à un instant

donné, les vitesses de deux points in�niment voisins M et M′
. En utilisant la formule de Taylor

(mathématiien anglais, 1685�1731) jusqu'au premier ordre, nous obtenons







v′x = vx +

(
∂vx
∂x

)

M

dx+

(
∂vx
∂y

)

M

dy +

(
∂vx
∂z

)

M

dz,

v′y = vy +

(
∂vy
∂x

)

M

dx+

(
∂vy
∂y

)

M

dy +

(
∂vy
∂z

)

M

dz,

v′z = vz +

(
∂vz
∂x

)

M

dx+

(
∂vz
∂y

)

M

dy +

(
∂vz
∂z

)

M

dz,

⇔ v′ = v +∇v dx, (1.7)

où dx
def
= (dx, dy, dz)⊤. En déomposant le gradient de vitesse ∇v suivant ses parties symétrique

et antisymétrique, la relation (1.7) devient

v′ = v +
1

2

(
∇v +∇⊤v

)
dx +

1

2

(
∇v −∇⊤v

)
dx.
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1.1.4.1 Tenseur des taux de déformation

Le tenseur des taux de déformation D est dé�ni omme la partie symétrique du gradient de

vitesse :

D
def
=

1

2

(

∇v +∇⊤v
)

.

Les omposantes de e tenseur sont homogènes à l'inverse d'un temps (s−1
) et son expression est

D =








∂vx
∂x

1
2

(
∂vx
∂y +

∂vy
∂x

)
1
2

(
∂vx
∂z + ∂vz

∂x

)

1
2

(∂vy
∂x + ∂vx

∂y

) ∂vy
∂y

1
2

(∂vy
∂z + ∂vz

∂y

)

1
2

(
∂vz
∂x + ∂vx

∂z

)
1
2

(
∂vz
∂y +

∂vy
∂z

)
∂vz
∂z







.

On remarque que la trae de e tenseur est égale à la divergene de la vitesse :

Tr(D) = div(v).

1.1.4.2 Tenseur des taux de rotation

Le tenseur des taux de rotation W est dé�ni omme la partie antisymétrique du gradient de

vitesse :

W
def
=

1

2

(

∇v −∇⊤v
)

.

Les omposantes de e tenseur sont homogènes à l'inverse d'un temps (s−1
) et son expression est

W =








0 1
2

(
∂vx
∂y −

∂vy
∂x

)
1
2

(
∂vx
∂z − ∂vz

∂x

)

1
2

(∂vy
∂x − ∂vx

∂y

)
0 1

2

(∂vy
∂z − ∂vz

∂y

)

1
2

(
∂vz
∂x − ∂vx

∂z

)
1
2

(
∂vz
∂y −

∂vy
∂z

)
0







.

Le tenseur des taux de rotation W est relié au veteur tourbillon Ω
def
= 1

2rot(v) par l'égalité

Wdx = Ω ∧ dx.

1.1.4.3 Interprétation physique des tenseurs D et W

Il est possible de montrer (f. setion B.3) que les petits déplaements d'une partiule �uide

font intervenir les quatre transformations suivantes :

� translation,

� dilatation (partie diagonale Ddiag du tenseur D),

� déformation angulaire (partie extra-diagonale du tenseur D),

� rotation.

Ainsi, l'équation (1.7) peut se réérire

v′ = v
︸︷︷︸

translation

+ ( Ddiag

︸ ︷︷ ︸

dilatation

+ (D −Ddiag)
︸ ︷︷ ︸

déf. angulaire

+ W
︸︷︷︸

rotation

) dx.

Nous illustrons ette déomposition en onsidérant le hamp de vitesse bidimensionnel station-

naire suivant

v =

(
−x− y
2x− y

)

⇒ ∇v =

(
−1 −1
2 −1

)

.
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Le gradient de e hamp peut se reformuler,

(
−1 −1
2 −1

)

dx = −
(
1 0
0 1

)

dx +
1

2

(
0 1
1 0

)

dx +
1

2

(
0 −3
3 0

)

dx.

déformation dilatation def. angulaire rotation

Figure 1.4 � Exemple de déomposition de ∇v suivant les transformations de base.

1.1.5 Contrainte et pression

Nous onsidérons un domaine Ω de frontière ∂Ω soumis à des e�orts extérieurs qui repré-

sentent les ations à distane omme la pesanteur et des e�orts intérieurs qui orrespondent aux

ations loales de ontat traduisant la ohésion. Les e�orts extérieurs sont représentés par une

densité volumique de fore. Les e�orts intérieurs pourraient aussi être représentés par une densité

volumique de fore mais la méanique des milieux ontinus suppose que le rayon d'ation de es

fores est su�samment faible (distane intermoléulaire) devant l'éhelle d'observation (maro-

sopique) pour se limiter à leur ation sur la frontière de Ω. Ces e�orts sont ainsi modélisés selon
le postulat suivant

Postulat de Cauhy. Les e�orts intérieurs sont représentés par une densité surfaique de

fore qui s'exerçe sur la surfae ∂Ω et ne dépend que du point M onsidéré et du veteur

normal unitaire n à ∂Ω. Cette densité surfaique de fore s'appelle veteur ontrainte, se

note T (M, n) et s'exprime en Pasal.

Les e�orts intérieurs sont aussi représentés loalement par une densité surfaique de moments

générée uniquement par le veteur ontrainte (la théorie des milieux ontinus dit de � Cosserat �

s'a�ranhit de ette seonde hypothèse).

n

TdS

M×

∂Ω

Ω
n

T

−n

−T

Ation � réation

Figure 1.5 � E�orts intérieurs représentés par une densité surfaique de fores T .

P. Sohala E.S.T.P � 1ère année



1.1. Bases de méanique des milieux ontinus 19

Propriété 1. Le veteur ontrainte est impair selon la normale, T (M,−n) = −T (M, n).

La démonstration repose sur le bilan de quantité de mouvement d'un disque d'épaisseur négli-

geable devant la hauteur. Intuitivement, l'imparité du veteur ontrainte traduit la loi d'ation-

réation omme l'illustre la partie droite de la �gure 1.5.

Propriété 2. Le veteur ontrainte est linéaire selon la normale, 'est-à-dire que

T (M,
∑

i αini) =
∑

i αiT (M, ni).

La démonstration repose sur le bilan de quantité de mouvement d'un tétrahèdre et utilise l'im-

parité du veteur ontrainte.

En onsidérant au point M trois orientations de la faette dS normales aux trois diretions

(ex, ey, ez), les trois veteurs ontraintes s'érivent

T (M, ex) =





Txx
Tyx
Tzx



 , T (M, ey) =





Txy
Tyy
Tzy




et T (M, ez) =





Txz
Tyz
Tzz



 .

Pour une normale quelonque n
def
= nxex + nyey + nzez, nous pouvons érire ompte-tenu de la

linéarité du veteur ontrainte

T (M, n) = nxT (M, ex) + nyT (M, ey) + nzT (M, ez).

En adoptant les notations ourantes en méanique des milieux ontinus, ette égalité s'érit

T (M, n) =





σxx σxy σxz
σyx σyy σyz
σzx σzy σzz









nx
ny
nz




,

dont l'ériture matriielle est

T = σn. (1.8)

La matrie σ s'appelle le tenseur des ontraintes ou tenseur de Cauhy.

Propriété 3. Le tenseur des ontraintes σ est symétrique en l'absene de ouples intrinsèques.

La démonstration indiquée au §1.1.6 déoule de la onservation du moment inétique.

• Interprétation de σ

En onsidérant un ube dont les arêtes sont portées par les veteurs de référene du système

orthonormé (O, ex, ey , ez), il est possible de donner une interprétation physique aux omposantes

du tenseur des ontraintes. Les omposantes diagonales sont les ontraintes normales et les

omposantes extra-diagonales sont les ontraintes de isaillement.

• Pression et déomposition de σ

En dé�nissant la pression hydrostatique p omme le tiers de la trae du tenseur des ontraintes,

p
def
= −1

3
Tr(σ),
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O

ex

ey

ez

σxx

σzx

σyx

σyy

σzy

σxy

σyz
σxz

σzz

Figure 1.6 � Contraintes s'appliquant sur les faettes d'un ube.

il est possible de déomposer le tenseur de Cauhy de la façon suivante

σ = τ − pI, (1.9)

où le tenseur des ontraintes visqueuses τ
def
= σ+ pI représente les frottements internes du �uide

et la pression p est isotrope e qui implique le aratère diagonal du tenseur. τ est la partie

déviatorique ou de isaillement (Tr(τ) = 0) et p représente la partie sphérique du tenseur σ. La
déomposition (1.9) s'érit matriiellement





σxx σxy σxz
σxy σyy σyz
σxz σyz σzz



 =





τxx τxy τxz
τxy τyy τyz
τxz τyz τzz



−





p 0 0
0 p 0
0 0 p



 .

1.1.6 Prinipes de onservation

Les prinipes de onservation sont la base de la physique et traduisent qu'une propriété

mesurable d'un système isolé reste onstante au ours de l'évolution de e système. Il existe de

nombreux prinipes de onservation et nous présentons les quatre prinipes utilisés en méanique

lassique : onservation de la masse, de la quantité de mouvement, du moment inétique et de

l'énergie.

1.1.6.1 Prinipe de onservation de la masse

Théorème 2. La forme loale de la onservation de la masse est l'équation de ontinuité

∂ρ

∂t
+ div(ρv) = 0. (1.10)

Démonstration. La masse d'un domaine matériel Ωt
est supposée onstante de sorte que

d

dt

∫

Ωt

ρ = 0.

Le théorème de Reynolds puis la dérivée partiulaire de la masse volumique donne

d

dt

∫

Ωt

ρ
(1.4)
=

∫

Ωt

(
dρ

dt
+ ρdiv(v)

)

(1.3)
=

∫

Ωt

(
∂ρ

∂t
+ v · ∇ρ+ ρdiv(v)

)

.

La forme souhaitée est obtenue grâe à l'égalité v · ∇ρ+ ρdiv(v) = div(ρv).
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1.1.6.2 Prinipe fondamental de la dynamique en translation

Théorème 3. La forme loale de la onservation de la quantité de mouvement est l'équation

d'équilibre

ρ
dv

dt
= ρF + div(σ) (1.11)

Démonstration. Le bilan de quantité de mouvement sur un domaine matériel Ωt
soumis à des

fores surfaiques et volumiques (f. setion 1.1.5) s'érit

d

dt

∫

Ωt

ρv =

∫

∂Ωt

T +

∫

Ωt

ρF,

où T est le veteur ontrainte et F [N.kg−1] désigne les fores extérieures massiques. Le terme
d'aélération se reformule grâe au théorème de Reynolds (1.4), alors que la relation (1.8) et le

théorème de Gauss permettent d'introduire la divergene du tenseur des ontraintes,

∫

Ωt

(
dρv

dt
+ ρvdiv(v)

)

=

∫

Ωt

div(σ) +

∫

Ωt

ρF.

Il reste maintenant à simpli�er le terme d'aélération,

dρv

dt
+ ρvdiv(v)

(1.3)
=

∂ρv

∂t
+ v · ∇(ρv) + ρvdiv(v)

= ρ
∂v

∂t
+ v

∂ρ

∂t
+ v · (ρ∇v + v∇ρ) + ρvdiv(v)

= ρ

(
∂v

∂t
+ v · ∇v

)

+ v

(
∂ρ

∂t
+ v · ∇ρ+ ρdiv(v)

)

Le preuve se termine ave l'équation de ontinuité (1.10).

1.1.6.3 Prinipe fondamental de la dynamique en rotation

Théorème 4. La onservation du moment inétique onduit à la symétrie du tenseur des

ontraintes

σ = σ⊤ (1.12)

Démonstration. La onservation du moment inétique sur un domaine matériel Ωt
soumis à des

moments surfaiques et volumiques s'érit

d

dt

∫

Ωt

x ∧ ρv =

∫

∂Ωt

x ∧ T +

∫

Ωt

x ∧ ρF.

Il est important de remarquer que les moments pris en ompte sont uniquement générés par les

fores puisque les ouples volumiques intrinsèques

1

et les ouples surfaiques intrinsèques sont

supposés nuls. Ave un repère �xe (i.e. dx/dt = 0), le terme d'aélération se réérit

d

dt

∫

Ωt

x ∧ ρv (1.4)
=

∫

Ωt

(
d(x ∧ ρv)

dt
+ (x ∧ ρv)div(v)

)

=

∫

Ωt

(

✁
✁✁
dx

dt
∧ ρv + x ∧ ρdv

dt
+ x ∧ vdρ

dt
+ (x ∧ ρv)div(v)

)

(1.10)
=

∫

Ωt

x ∧ ρdv
dt

1. présents en életromagnétisme par exemple
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La onservation du moment inétique devient

∫

Ωt

x ∧ ρdv
dt

=

∫

∂Ωt

x ∧ σn+

∫

Ωt

x ∧ ρF (1.11)⇒
∫

∂Ωt

x ∧ σn =

∫

Ωt

x ∧ div(σ).

Un simple alul montre que

x ∧ σn = Λn ave Λ =





yσzx − zσyx yσzy − zσyy yσzz − zσyz
zσxx − xσzx zσxy − xσzy zσxz − xσzz
xσyx − yσxx xσyy − yσxy xσyz − yσxz



 ,

e qui permet de réérire l'égalité préédente

∫

Ω
x ∧ div(σ) =

∫

Ω
div(Λ). (1.13)

Par ailleurs, nous avons la relation div(Λ) = x∧div(σ)+





σzy − σyz
σxz − σzx
σyx − σxy




(1.13)⇒

σzy = σyz
σxz = σzx
σyx = σxy

.

1.1.6.4 Premier prinipe de la thermodynamique

Théorème 5. La forme loale de l'équation d'énergie est

∂ρe

∂t
+ div(ρev) = ρv · g + div(σv) + r − div(q) (1.14)

Démonstration. Le bilan d'énergie sur un domaine matériel Ωt
traduit que la variation d'éner-

gie est égale aux puissanes méanique Pm et alori�que Pc qui omportent haune un terme

volumique et un terme surfaique,

d

dt

∫

Ωt

ρe =

∫

Ωt

ρv · g +
∫

∂Ωt

σv · n
︸ ︷︷ ︸

Pm

+

∫

Ωt

r −
∫

∂Ωt

q · n
︸ ︷︷ ︸

Pc

.

où e est l'énergie interne massique, r est la puissane alori�que volumique et q représente le �ux
de haleur

2

(le signe − provient du fait que la normale est orientée vers l'extérieur). On proède

omme dans la démonstration de l'équation de ontinuité pour reformuler le terme instationnaire.

Le théorème de la divergene permet de onlure.

1.1.6.5 Seond prinipe de la thermodynamique

Théorème 6. La forme loale de l'inégalité d'entropie s'érit

∂ρs

∂t
+ div(ρsv) ≥ 1

T

(

r − div(q)
)

(1.15)

Démonstration. Le seond prinipe, qui dérit l'irréversibilité des phénoménes thermodyna-

miques, traduit que l'entropie d'un système ne peut qu'augmenter au ours du temps,

d

dt

∫

Ωt

ρs ≥
∫

Ωt

r

T
+

∫

∂Ωt

q · n
T

,

où s est l'entropie massique et T la température absolue. On reformule le terme instationnaire

et le terme surfaique omme dans la démonstration du premier prinipe.

2. Ce �ux dépend de la ondutivité thermique λ et de la température T par la loi de Fourier q = −λ∇T .
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1.2 Méanique des �uides

1.2.1 Fluide

En physique, les interations moléulaires déterminent les di�érents états de la matière

3

:

� l'état solide orrespond à de faibles interations puisque les moléules d'un solide oupent

des positions relatives �xes dans l'espae,

� l'état gazeux orrespond à de fortes interations puisque les moléules d'un gaz suivent

des mouvements désordonnés en interagissant par ollisions,

� l'état liquide orrespond à des interations supérieures à elles d'un solide et inférieures

à elles d'un gaz.

La notion de �uide fait référene à l'absene de struture organisée de la matière à l'éhelle

mirosopique en regroupant ainsi les états gazeux et liquide. Le diagramme de phase de la

�gure 1.7 représente les domaines d'état de l'eau en fontion de la pression et de la température.

Un orps pur existe sous un seule phase pour une température et une pression données sauf

sur les ourbes de hangement d'état où deux états oexistent et au point triple où les trois

états oexistent. La ourbe de fusion-solidi�ation orresponds à l'équilibre solide-liquide, elle

de vaporisation-liquéfation orresponds à l'équilibre liquide-gazeux et elle de ondensation-

sublimation orresponds à l'équilibre gazeux-solide. En règle générale, les ourbes de hangement

d'état sont roissantes dans le diagramme pression et température. L'eau présente une exeption

puisque la ourbe de fusion-solidi�ation est déroissante e qui explique notamment que la glae

�otte sur l'eau

4

. La ourbe de vaporisation-liquéfation s'interrompt au point ritique au-delà

duquel les phases �uides et gazeuses ne sont plus distinguables, il s'agit de l'état superritique.

Figure 1.7 � Diagramme de phase de l'eau.

3. Aux trois états lassiques s'ajoutent d'autres états omme l'état plasma (gaz ionisé), l'état superritique (état

entre liquide et gazeux) et l'état ristallin (solide dont les atomes sont ordonnés suivant un réseau périodique).

4. La pente négative de la ourbe de fusion entraine que le volume molaire du liquide Vl est plus petit que

elui du solide Vs d'après la relation de Clapeyron (la quantité L > 0 désigne la haleur latente de fusion) :

L = T (Vl − Vs)
dp

dT
⇒ Vl < Vs si

dp

dT
< 0.
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En méanique, un �uide est une substane matérielle qui se déforme lorsqu'elle est soumise

à des fores extérieures. Le �uide se di�érenie du solide qui atteint un état de déformation �xe

pour équilibrer l'ation des fores extérieures par des tensions internes. L'absene de rigidité du

�uide le rend inapte à s'opposer à un isaillement en résistant au glissement relatif de di�érentes

parties. Un �uide est don au repos lorsque les ations extérieures peuvent être équilibrées par

des fores internes exlusivement normales (pression).

1.2.2 Hypothèses simpli�atries

Le problème dérit dans la setion 1.1.6 pour déterminer omplétement l'état d'un milieu

�uide néessite de onnaître en haque point du domaine d'études 17 inonnues salaires,

� la vitesse v (×3),
� la pression p,
� les ontraintes visqueuses τ (×6),
� la masse volumique ρ,
� la température T ,
� le �ux thermique q (×3),
� l'énergie massique e,
� l'entropie massique s.

Les 5 équations salaires issues des prinipes de onservation et indépendantes de la nature du

milieu dont nous disposons sont

� l'équation de ontinuité (1.10),

� l'équation d'équilibre (1.11) (×3),
� l'équation d'énergie (1.14).

Nous disposons de 12 équations données par les lois de omportement et les équations d'états

et qui aratérisent les propriétés physiques du milieu sans ontredire le seond prinipe de la

thermodynamique (1.15) :

� loi méanique (×6),
� loi thermique (×3),
� équations d'états (×3).
Il est lair que la résolution du système omplet préédent est di�ile. En hydrodynamique, la

masse volumique et la température de l'eau sont supposées onstantes (éoulement inompressible

et isotherme) de sorte que l'équation d'énergie (reformulée ave la température) est trivialement

satisfaite. Ainsi les 10 inonnues salaires sont la vitesse, la pression et les ontraintes visqueuses

qui sont déterminées par les équations de ontinuité et d'équilibre ainsi que par la loi méa-

nique (hypothèse des �uides parfaits ou newtoniens) qui doit garantir la symétrie du tenseur des

ontraintes pour être en aord ave le prinipe de onservation des moments.

1.2.3 Compressibilité

La ompressibilité est la aratéristique d'un orps à varier de volume sous l'e�et d'une

pression appliquée. Le oe�ient de ompressibilité isotherme χ
T
(Pa−1) traduit ette aptitude,

χ
T

def
= − 1

V

∂V

∂p

∣
∣
∣
∣
T

,

où V est le volume initial du orps soumis à une di�érene de pression lorsque la température reste

onstante. Il existe aussi les oe�ients de ompressibilité isohore et isentropique ainsi que le

oe�ient de dilatation isobare. Les gaz sont ompressibles, les liquides sont peu ompressibles et
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Corps air eau uivre

T (◦C) 20 10 15

χ
T
(Pa−1) 4.4 10−5 4.78 10−10 7.78 10−12

Table 1.1 � Exemples de oe�ients de ompressibilité isotherme.

les solides sont très peu ompressibles omme le montrent les valeurs du tableau 1.1. L'hypothèse

d'inompressibilité de l'eau est pertinente et onduit par exemple à une erreur relative de la

pression au fond de la fosse de Milwaukee

5

de moins de 2%.

Lorsque le oe�ient de ompressibilité est très faible (de l'ordre de 10−10
), la masse volu-

mique peut être onsidérée onstante et le �uide inompressible e qui entraîne une divergene

du hamp de vitesse nulle,

�uide inompressible ⇔ ρ = cste ⇒ div(v) = 0.

Lorsque le hamp de vitesse est à divergene nulle, l'éoulement est solénoïdal

éoulement solénoïdal ⇔ div(v) = 0 ⇒ ∂ρ

∂t
+ v · ∇ρ = 0. (1.16)

Un tel éoulement ne signi�e pas que la masse volumique soit onstante. En e�et, la relation (1.16)

se réduit à v ·∇ρ = 0 en régime permanent (i.e. indépendant du temps) e qui autorise des varia-

tions de masse volumique orthogonalement aux lignes de ourant omme l'illustre la �gure 1.8.

C'est le as des éoulements strati�és que l'on renontre dans l'atmosphère et les oéans.

éoulement général : v 6⊥ ∇ρ éoulement strati�é : v ⊥ ∇ρ

v · ∇ρ > 0 v · ∇ρ = 0

→v ց∇ρ ↓∇ρ

Figure 1.8 � Interprétation du terme advetif de la dérivée partiulaire.

1.2.4 Quelques dé�nitions

Nous terminons e hapitre introdutif par quelques dé�nitions a�n de se familiariser ave

les prinipales notions renontrées en méanique des �uides. Ces notions sont approfondies dans

la suite de e ours.

Certaines hypothèses onernant le hamp de vitesse permettent de se plaer dans des on�gu-

rations partiulières. L'hydrostatique est l'étude des �uides immobiles et onstitue le hapitre 2.

Un éoulement est permanent quand le hamp de vitesse est indépendant du temps et transi-

toire dans le as ontraire. Un éoulement est irrotationnel quand le rotationnel du hamp de

vitesse est nul et rotationnel dans le as ontraire. Un éoulement est bidimensionnel si le

hamp de vitesse est indépendant d'une oordonnée et un éoulement est plan si l'une des om-

posantes du hamp de vitesse est nulle. Un hamp (salaire, vetoriel ou tensoriel) est onstant

lorsqu'il ne varie pas dans le temps et uniforme lorsqu'il ne varie pas dans l'espae.

5. située au nord de Porto Rio, ette fosse est la plus profonde de l'oéan Atlantique ave 8605m.
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La visosité est la propriété d'un �uide de résister aux fores qui déplaent les unes par

rapport aux autres les partiules qui le onstituent. Lorsque la visosité augmente, la apaité

du �uide à s'éouler diminue. Un �uide parfait possède une visosité nulle alors qu'un �uide

réel possède une visosité non nulle. Nous étudions les premiers dans le hapitre 3 et les seonds

dans le hapitre 4.

Un éoulement est laminaire lorsqu'il ne présente pas de fortes variations spatiales et tem-

porelles. L'éoulement est turbulent dans le as ontraire. Le nombre de Reynolds permet de

distinguer les deux types d'éoulement. Dans e ours, les éoulements sont supposés laminaires

sauf dans la détermination des pertes de harges au hapitre 4 et dans le hapitre 5 onsaré aux

éoulements turbulents.

Un éoulement à surfae libre possède une surfae en ontat ave l'air libre. C'est le as

par exemple des éoulements en anaux et rivières qui sont étudiés au hapitre 6. Le nombre de

Froude permet de distinguer les éoulements torrentiels (faible hauteur d'eau et forte vitesse)

des éoulements �uviaux (forte hauteur d'eau et faible vitesse).

L'advetion est le transport d'une quantité q par un hamp vetoriel v. Le déplaement

d'une matière polluante non misible dans une rivière est un exemple de transport advetif.

La di�usion est le transport de matière tendant à ompenser les di�érenes de onentration.

Le mélange d'un polluant misible dans l'eau est un exemple de di�usion.
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Hydrostatique

L'hypothèse faite en hydrostatique est de onsidérer le hamp de vitesse du �uide nul. Pour les

�uides parfaits, nous verrons au hapitre 3 que le tenseur des ontraintes visqueuses est supposé

nul. Pour les �uides réels (newtoniens) traités au hapitre 4, le tenseur des ontraintes visqueuses

est proportionnel au tenseur des taux de déformations qui s'exprime uniquement en fontion du

gradient de vitesse. L'analyse faite en hydrostatique est ainsi valable pour les �uides parfaits et

les �uides réels puisque les ontraintes se réduisent aux seules ontraintes de pression.

Ce hapitre omporte trois parties. La première partie montre omment l'on aboutit à l'équa-

tion de Pasal à partir de l'équation d'équilibre. Nous donnons plusieurs exemples provenant di-

retement de ette équation. La deuxième partie présente le alul de la résultante des fores de

pression sur une surfae immergée. Ces résultats sont indispensables pour la oneption d'éluses,

de barrages et de digues. Cette partie rappelle aussi le élèbre prinipe d'Arhimède qui permet

l'étude de la �ottabilité des orps. Nous terminons par la notion de tension super�ielle qui

explique les phénomènes apillaires.

2.1 Equation de l'hydrostatique

2.1.1 Equilibre dans le as général

Théorème 7. La pression dans un �uide au repos véri�e

p+ ρU = C,

où U est le potentiel dont dérivent les fores extérieures et la onstante C est une pression de

référene.

Démonstration. Le �uide étant au repos, l'aélération et le tenseur des ontraintes visqueuses

sont nulles de sorte que l'équation d'équilibre (1.11) se simpli�e onsidérablement,

ρF + div(σ) = 0 ar a = 0

σ = −pI ar τ = 0

}

⇒ 1

ρ
∇p = F ar div(pI) = ∇p. (2.1)

Les trois omposantes de l'équation (2.1) s'érivent

1

ρ

∂p

∂x
= Fx,

1

ρ

∂p

∂y
= Fy,

1

ρ

∂p

∂z
= Fz ⇒ 1

ρ

(
∂p

∂x
dx+

∂p

∂y
dy +

∂p

∂z
dz

)

= Fxdx+ Fydy + Fzdz.
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La masse volumique étant onstante, la di�érentielle totale

1

de la pression dp apparaît,

dp

ρ
= Fxdx+ Fydy + Fzdz. (2.2)

Le membre de droite de ette égalité doit aussi être une di�érentielle totale notée −dU . En
expliitant l'expression de dU , nous obtenons que les fores extérieures F dérivent du poten-

tiel U , 'est-à-dire que F = −∇U (f. Annexe A.3 pour un rappel sur les fores onservatives).

L'équation de l'hydrostatique s'érit �nalement dans le as général :

dp+ ρdU = 0 ⇔ p+ ρU = C.

Notons que les surfaes isobares (p=ste) sont les surfaes équipotentielles (U=ste).

2.1.2 Equation de Pasal

L'équation de Pasal (mathématiien, physiien et philosophe français, 1623�1662) est obte-

nue en supposant que la seule fore extérieure est la gravité.

Théorème 8. La pression dans un �uide au repos soumis uniquement à la gravité véri�e

p+ ρgz = C si l'axe Oz est asendant et p = ρgz + C si l'axe Oz est desendant,

où la onstante C est une pression de référene.

Démonstration. La fore de pesanteur massique dérive du potentiel gravitaire par unité de masse

qui a pour expression ±gz et dont le signe est déterminé par l'orientation de l'axe vertial.

p+ ρU = C

U = ±gz

}

⇒ p± ρgz = C.

Une onséquene immédiate de l'équation de Pasal est que la pression augmente ave la pro-

fondeur (et diminue ave l'altitude). Par ailleurs, la onstante dans l'équation est �xée par une

valeur onnue de la pression à une altitude donnée. La �gure 2.1 montre deux exemples :

1. l'axe Oz est orienté vers le haut et la onstante est la pression du fond pf ,

2. l'axe Oz est orienté vers le bas et la onstante est la pression de la surfae libre p0.

×O

z

pf

p+ ρgz = pf

×

z

O p0

p = ρgz + p0

Figure 2.1 � Equation de Pasal suivant deux on�gurations di�érentes.

1. La di�érentielle totale df d'une fontion f est dé�nie par df
def
= ∂f

∂x
dx+ ∂f

∂y
dy + ∂f

∂z
dz = ∇f · dx
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Le diagramme de pression représente la pression en fontion de l'altitude. Cette représentation est

indépendante de l'orientation de l'axe vertial mais dépend de la masse volumique du �uide et de

la pression de référene omme l'illustre la �gure 2.2. La pression est absolue lorsque la pression

atmosphérique est égale à 101325Pa alors qu'elle est relative lorsque la pression atmosphérique

est hoisie nulle. Il est souvent judiieux de onsidérer la pression relative notamment pour

déterminer les fores de pression exerées par l'eau sur un ouvrage.

patm = 101325Pa

pression absolue

patm = 0

pression relative

Figure 2.2 � Diagramme de pression.

Une appliation numérique montre que la pression augmente d'une atmosphère à haque fois

que nous plongeons d'une dizaine de mètres sous la mer. En e�et, la pression atmosphérique p0
étant égale à 101325Pa et la masse volumique de l'eau étant environ 1000kg.m−1

, nous obtenons

que la pression à 10m vaut 1.97atm en prenant g = 9.81m.s−2
. C'est la raison pour laquelle les

plongeurs doivent faire partiulièrement attention lors des premiers mètres : lors de la première

dizaine de mètres, la pression passe de une à deux atmosphères ; lors de la deuxième dizaine de

mètres, la pression passe de deux à trois atmosphères et ainsi de suite.

2.1.3 Appliations

Le prinipe des vases ommuniants, la di�érene de pression entre deux points dans un �uide

au repos ainsi que le fontionnement des appareils de mesure de pression (tube piézométrique,

manomètres, baromètre) et de la presse hydraulique reposent sur l'équation de Pasal.

2.1.3.1 Prinipe des vases ommuniants

Si deux vases remplis d'un même liquide ommuniquant par un tube ont leurs surfaes libres

à la même pression, alors les surfaes libres sont à la même altitude,

pA + ρgzA = pB + ρgzB ⇒ zA = zB si pA = pB

× ×
A B

Figure 2.3 � Prinipe des vases ommuniants.
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2.1.3.2 Di�érene de pression entre deux points d'un même �uide

Dans un même �uide, la di�érene de pression entre deux points est égale au poids d'une

olonne de �uide de setion unité et de hauteur l'éart entre les altitudes de es points,

pA + ρgzA = pB + ρgzB ⇒ pB − pA = ρgh avec h = zA − zB

×

×

A

B

h

Figure 2.4 � Di�érene de pression entre deux points d'un même �uide.

Ce résultat, qui n'est plus valable entre deux �uides de masses volumiques di�érentes, montre

qu'il est possible d'exprimer les pressions en hauteur de �uide équivalente.

2.1.3.3 Appareils de mesure de pression

Un tube piézométrique relié à une eneinte E mesure la pression au sein de ette eneinte en

exploitant simplement que la pression dépend de la hauteur de �uide qui se trouve dans e tube,

pE = pA + ρgh

Cet appareil est inapproprié pour de fortes pressions ar la hauteur devient trop grande et 'est

le manomètre simple qui permet de telles mesures grâe à la présene d'un liquide de densité

élévée ρ2 dans le tube relié à l'eneinte,

pE = pA + ρ1gh1

pA = pB + ρ2gh2

}

⇒ pE = pB + g(ρ1h1 + ρ2h2)

E

h

×A

tube piézométrique

E

h1

h2
×

×B

A

manomètres simple et di�érentiel

E

E ′

h
×

×
×

B

A

C

merure

h

×

×

B

A

baromètre

Figure 2.5 � Shémas de prinipe des appareils de mesures de pression.
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Le manomètre di�érentiel mesure l'éart de pression entre deux eneintes E et E ′

,

pE + ρ1gz0 = pA + ρ1gzA

pA + ρ2gzA = pB + ρ2gzB

pB + ρ1gzB = pE ′ + ρ1gzC







⇒
(
pE
ρ1g

+ z0

)

−
(
pE ′

ρ1g
+ zC

)

= h
ρ2 − ρ1
ρ1

Le baromètre mesure la pression atmosphérique qui est équilibrée par une olonne de merure,

de masse volumique ρm, surmontée d'un espae los et vide ayant une pression nulle,

pB = ρmgh ar pA = 0

2.1.3.4 Presse hydraulique

Une presse hydraulique omporte généralement deux pistons de surfae di�érente. En négli-

geant l'ation de la pesanteur et en supposant que les fores sont uniformément réparties sur les

pistons, il est trivial de montrer ave l'équation de Pasal qu'une petite fore sur le petit piston

permet d'obtenir une grande fore sur le grand piston. Une appliation numérique montre qu'en

exerçant une fore de 1N sur 0.01m2
, on obtient une fore de 100N sur 1m2

.

FA FB

SA

SB

Figure 2.6 � Shéma d'une presse hydraulique.

zA ≃ zB ⇒ pA = pB ⇒ FB = FA
SB
SA

2.2 Résultante des fores de pression

2.2.1 Surfae plane

Soit une surfae plane S immergée dans un liquide de masse volumique ρ. L'objetif est de
aluler la résultante des fores de pression qui s'exerçent sur les deux faes de ette surfae. Ces

deux fores sont évidemment égales et opposées sauf si le �uide ne baigne qu'une seule fae de

ette surfae. Nous désignons par S l'aire de S, par G son entre de gravité et par n sa normale

unitaire sortante.

On se plae dans le plan P ontenant S. L'axe Ox fait un angle α par rapport à la surfae

libre et l'axe Oy se situe au niveau de la surfae libre. Nous désignons par M un point quelonque

de S et notons h sa profondeur et x son absisse (voir la �gure 2.7). Nous rappelons que l'absisse
xG du entre de gravité d'une surfae quelonque S est

xG
def
=

1

S

∫

S
x dS.
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×

×
•M
G

O surfae libre

x

y
x

S

Vue dans le plan P.

©•

x

x

Oy
h

M

α

S
n dF

Coupe.

Figure 2.7 � Vue et oupe de la surfae plane immergée.

Propriété 4. La diretion de la résultante des fores de pression s'exerçant sur une surfae

plane immergée est perpendiulaire à ette surfae. Le sens de ette résultante est du �uide

vers la surfae.

Théorème 9. Le module de la résultante des fores de pression sur une surfae plane im-

mergée a pour valeur la pression pG du entre de gravité de la surfae multipliée par l'aire S
de ette surfae :

|F | = pGS.

Démonstration. La fore élémentaire dF s'exerçant sur un petit élément de surfae dS autour

du point M s'exprime en fontion de la pression au point M qui est donnée par l'équation de

Pasal :

dF
def
= −pndS = −ρghndS.

Toutes les fores élémentaires de pression étant perpendiulaires au plan P, la résultante totale

est égale à la somme des fores élémentaires :

F =

∫

S
dF = −

∫

S
ρghndS = −ρg sin(α)n

∫

S
xdS.

En utilisant la dé�nition de l'absisse du entre de gravité, et en désignant par hG la profondeur

du entre de gravité, nous obtenons

F = −ρghGnS.

La résultante des fores de pression ne s'applique pas au entre de gravité ar la pression

n'est pas uniformement répartie sur S.

Théorème 10. Le point d'appliation de la résultante des fores de pression F sur S s'appelle

le entre de poussée et sa position est dé�nie par

xP = xG +
IS/∆

SxG
,

ave IS/∆ moment d'inertie de S par rapport à un axe passant par G et parallèle à l'axe Oy.
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Démonstration. Pour déterminer le point d'appliation de la résultante des fores de pression

sur la surfae S, nous utilisons le théorème de Varignon (mathématiien français, 1654�1722),

onnu également sous le nom de � prinipe des moments �.

Théorème de Varignon. Soit F une fore dé�nie omme la somme de fores élémentaires dF .
Le momentMF

P de la fore F par rapport à un point P est égal à la somme des moments MdF
P

des fores dF par rapport à e même point,

MF
P =

∫

MdF
P .

Dans notre as, nous alulons es deux quantités par rapport au point O. Le moment de F
par rapport à O est

MF
O = FxP = −ρghGnSxP = −ρg sin(α)xGxPnS. (2.3)

De même, le moment d'une fore élémentaire dF par rapport à O est

MdF
O = dFx = −ρghndSx = −ρg sin(α)x2ndS. (2.4)

En utilisant les équations (2.3) et (2.4) et le théorème de Varignon, nous obtenons que l'absisse

du entre de poussée véri�e l'égalité

xGxPS =

∫

S
x2dS. (2.5)

Il reste à évaluer l'intégrale de x2 sur la surfae S. Utilisons pour ela le moment d'inertie IS/∆
de S par rapport à l'axe ∆ passant par G et parallèle à Oy

IS/∆
def
=

∫

S
(x− xG)2dS ⇒

∫

S
x2dS = IS/∆ + 2xG

∫

S
xdS − x2G

∫

S
dS = IS/∆ + x2GS. (2.6)

Les équations (2.5) et (2.6) donnent

xGxPS = IS/∆ + x2GS.

2.2.2 Surfae quelonque

Nous onsidérons maintenant une surfae quelonque et notons Fx, Fy et Fz, les trois om-

posantes de la résultante des fores de pression qui s'exerçent sur ette surfae omme indiqué

sur la �gure 2.8. Ces résultats permettent de déterminer par exemple la résultante des fores de

pression sur une éluse, un barrage, une digue ou une voûte.

S

F

Fx

Fy

Fz

Figure 2.8 � Fore de pression sur une surfae quelonque immergée.

E.S.T.P � 1ère année P. Sohala
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Théorème 11. La omposante vertiale de la résultante des fores de pression s'exerçant sur

une surfae quelonque immergée est égale au poids du volume de �uide situé au-dessus de

ette surfae.

Démonstration. Pour déterminer la omposante vertiale Fz de la fore F , onstruisons un vo-

lume imaginaire dont les génératries vertiales s'appuient sur la surfae S et s'arrêtent au niveau

de la surfae libre du �uide. La projetion de la surfae S sur la surfae libre Πz est notée Sz
(voir la �gure 2.9).

x

y

z

O

S

Sz

Πz

Figure 2.9 � Projetion de la surfae S suivant la vertiale.

Les fores qui s'appliquent sur le volume onstruit sont

� le poids du volume de �uide situé au-dessus de la surfae S,
� les fores sur les faes latérales vertiales,

� la fore F sur la surfae S.
Le résultat est diret ar les seules fores vertiales sont le poids du volume de �uide et Fz.

Théorème 12. La omposante horizontale, selon une diretion quelonque D, de la résul-

tante des fores de pression s'exerçant sur une surfae quelonque immergée S est égale à la

résultante des fores de pression qui s'exererait sur une surfae plane vertiale, projetion de

S sur un plan perpendiulaire à D.

Démonstration. Pour déterminer la omposante horizontale Fy de la fore F , onstruisons un
volume imaginaire dont les génératries horizontales s'appuient sur la surfae S et s'arrêtent au

niveau d'un plan perpendiulaire à la diretion Oy et noté Πy. La projetion de la surfae S sur

e plan est notée Sy (voir la �gure 2.10). Les fores qui s'appliquent sur le volume onstruit sont
� le poids du volume de �uide,

� les fores sur les faes latérales vertiales,

� la fore F sur la surfae S,
� la fore sur la surfae plane vertiale Sy.

Le résultat est immédiat puisque les seules fores horizontales sont la omposante Fy et la om-

posante suivant la diretion Oy de la fore s'appliquant sur la surfae Sy.
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x

y

z

O

SSy

Πy

Figure 2.10 � Projetion de la surfae S suivant une diretion horizontale.

2.2.3 Prinipe d'Arhimède

Le prinipe d'Arhimède (savant gre, 3ème
sièle av. J�C.) permet de déterminer la résultante

des fores de pression qui s'exere sur un volume. Ses domaines d'appliations onernent la

�ottabilité des orps dans un �uide omme 'est le as pour les navires ainsi que les montgol�ères

et les dirigeables. La détermination de la masse volumique d'un �uide ave un densimètre utilise

également la poussée d'Arhimède.

Prinipe d'Arhimède. Tout solide immergé dans un �uide au repos subit de la part de e

dernier une fore vertiale asendante égale au poids du volume de �uide déplaé. Cette fore

est la poussée d'Arhimède.

Démonstration. Nous onsidérons un volume quelonque V de frontière ∂V plongé entièrement

dans un �uide de masse volumique ρ soumis au hamp de pesanteur g
def
= (0, 0, g)⊤ . La résultante

des fores de pression F exerées sur le volume est dé�nie par

F
def
=

∫

∂V
dF = −

∫

∂V
pndS ar dF

def
= −pndS.

Multiplions l'intégrale préédente par un hamp de veteur uniforme non nul u :

∫

∂V
pndS · u =

∫

∂V
pu · ndS =

∫

V
div(pu)dV =

∫

V
∇p · udV ar div(u) = 0.

D'après l'équation de Pasal (axe vertial orienté vers le haut), ∇p = −ρg de sorte que nous

obtenons

F = g

∫

V
ρdV =MVg,

où MV désigne la masse du volume V.
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Le densimètre permet de mesurer la densité d'un liquide et son fontionnement repose sur

le prinipe d'Arhimède. Il s'agit d'un instrument de verre onstitué d'une eneinte lestée de

volume V reliée à un tube �n de rayon r. La hauteur h dont est immergé le tube dépend de la

densité ρ du liquide dans lequel il est plongé.

h

V

tube �n

ρ

Figure 2.11 � Mesure de la masse volumique d'un �uide ave un densimètre.

La masse du densimètre est notée m et la tension super�ielle (§ 2.3) est su�samment faible
pour être négligée. L'équilibre du poids et de la pousée d'Arhimède s'érit

mg = ρg(V + hπr2) ⇒ ρ =
m

V + hπr2
.

2.3 Tension super�ielle

2.3.1 Motivation

La statique des �uides est mise en défaut dans ertaines situations omme le montrent les

exemples de la �gure 2.12. En e�et, lorsqu'un tube apillaire (tube de quelques millimètres de

diamètre) est plongé dans un réipient ontenant un liquide, la hauteur de liquide dans le tube

di�ère de elle du réipient. Par ailleurs, la surfae libre dans un tube à essai n'est pas exatement

horizontale et des gouttes de liquide sur un plan horizontal ne s'étalent pas.

merure eau

Figure 2.12 � Illustrations de la tension super�ielle.

L'origine mirosopique de es omportements résulte de la dissymétrie des fores de Van der

Waals (physiien néerlandais, 1837�1923) à l'interfae entre le liquide et l'air. En e�et, une molé-

ule à l'intérieur d'un liquide subit de la part des moléules voisines des fores d'attration qui se

ompensent de sorte que la résultante moyenne est nulle. En revanhe, pour une moléule prohe

P. Sohala E.S.T.P � 1ère année



2.3. Tension super�ielle 37

de l'interfae liquide - air, les fores d'attration dues aux moléules du liquide sont beauoup

plus grandes que elles des moléules de l'air qui sont moins nombreuses et plus éloignées. Cette

dissymétrie fait replonger la moléule prohe de la surfae vers l'intérieur omme l'illustre la

�gure 2.13.

liquide

air

Figure 2.13 � Origine mirosopique de la tension super�ielle.

Le liquide fournit ainsi de l'énergie pour ramener une moléule en surfae et réer l'interfae.

Cette énergie super�ielle Es est proportionnelle à l'aire S de l'interfae :

Es = γS.

Le oe�ient de proportionnalité γ [J ·m−2] s'appelle la tension super�ielle. Tout liquide tend

à minimiser son énergie super�ielle e qui explique par exemple la forme sphérique des gouttes

d'eau puisque la sphère est la surfae minimale enfermant une quantité de matière donnée.

2.3.2 Fores de tension super�ielle

Nous présentons les prinipaux résultats onernant la tension super�ielle :

� la loi de Laplae exprime que la di�érene de pression à l'interfae entre deux phases est

le produit de la tension super�ielle entre es phases par la ourbure moyenne,

� la loi de Jurin (médein anglais, 1684�1750) onerne l'asension et la dépression apillaire

puisqu'elle fournit la hauteur (positive ou négative) de liquide dans un tube �n plongé

dans un réipient rempli de e liquide,

� la formule de Young (physiien anglais, 1773�1829) porte sur le mouillage des solides :

l'étalement d'une goutte de liquide posée sur une surfae horizontale dépend du liquide,

de la surfae du solide et du gaz en ontat.

Loi de Laplae. A la traversée de la surfae de séparation de deux phases, la pression subit un

aroissement, de la fae onvexe à la fae onave, égal à la tension super�ielle de l'interfae

multipliée par la ourbure moyenne,

δp = γ

(
1

r1
+

1

r2

)

.

Démonstration. Considérons un élément de surfae ourbé dont les rayons de ourbure sont r1
et r2 dans deux diretions orthogonales. Compte-tenu des notations de la �gure 2.14, l'équilibre

des fores de pression exerées sur la surfae ave les fores linéiques de tension de surfae s'érit

(pint − pext)dl1dl2 = 2f1 cos(α1) + 2f2 cos(α2).

En utilisant que f1 = γdl2, f2 = γdl1 et en notant δp = pint− pext, l'équation préédente devient

δp = 2γ

(
cos(α1)

dl1
+

cos(α2)

dl2

)

.
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On termine la preuve grâe aux égalités dl1 = 2r1 cos(α1) et dl2 = 2r2 cos(α2).

f1

f1

f2

f2

dl2

pint

dl1

pext

α1
r1

dl1

α1

r1

f1

Figure 2.14 � Equilibre des fores d'un élement de surfae.

Loi de Jurin. La hauteur h de liquide dans un tube apillaire plongé dans e liquide est

proportionnelle à la tension de surfae et inversement proportionnelle au rayon r du tube

apillaire,

h =
2γ cos(θ)

ρgr
,

où θ est l'angle de mouillage.

Démonstration. La loi de Laplae entre les points A et B s'érit

pA − pB =
2γ

R
,

dans lequel R désigne le rayon du ménisque assimilé à une sphère et véri�e R cos(θ) = r. L'équa-
tion de Pasal entre les points B et C s'érit

pC = pB + ρgh.

Les points A et C étant la pression atmosphérique (pA = pC), nous obtenons

ρgh =
2γ cos(θ)

r
.

formule de Young. L'angle d'étalement θ d'une goutte de �uide sur une surfae solide est

donnée par la relation

γSL + γLG cos(θ) = γSG,

où γSL, γLG et γSG désignent les tensions super�ielles des phases solide-liquide, liquide-gaz

et solide-gaz.

Démonstration. La formule de Young est simplement la ondition d'équilibre des trois phases.
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A

B

C

θ

r

R

h

Asension apillaire

TSLTSG

TLG

θ

Equilibre du mouillage

Figure 2.15 � Illustrations de la loi de Jurin et de la formule de Young.

.
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Chapitre 3

Fluides parfaits

Un �uide est dit parfait lorsqu'il est possible de dérire son mouvement sans prendre en

ompte les e�ets de la visosité. Ce modèle est partiulièrement bien adapté à la desription

des éoulements lorsque les gradients de vitesse sont su�samment faibles pour pouvoir négliger

les frottements internes du �uide. L'hypothèse des �uides parfaits est don de onsidérer que le

tenseur des ontraintes se réduit aux ontraintes de pression.

Ce hapitre s'organise en inq parties. Nous ommençons par l'équation d'Euler qui gouverne

les éoulements des �uides parfaits. Nous détaillons ensuite le théorème de Bernoulli ave quelques

appliations. Puis, nous indiquons le théorème d'Euler qui permet de déterminer les fores de

pression sur un solide. En�n, nous exposons la desription des mouvements irrotationnels et

irrotationnels plans qui utilisent des éléments de l'analyse omplexe.

3.1 Equation d'Euler

Théorème 13. L'équation d'équilibre dans un �uide parfait est

∂v

∂t
+ v · ∇v + 1

ρ
∇p = F. (3.1)

Démonstration. L'équation d'équilibre est

ρ
dv

dt
= ρF + div(σ).

D'après l'hypothèse des �uides parfaits, le tenseur des ontraintes se réduit aux ontraintes de

pression,

σ = −pI.
En introduisant ette expression des ontraintes dans l'équation d'équilibre et en expliitant la

dérivée partiulaire de la vitesse, nous obtenons l'équation souhaitée.

Pour déterminer les hamps de vitesse et de pression, l'équation d'Euler et l'équation de ontinuité

sont résolues en imposant des onditions initiales et des onditions aux limites. Les onditions

initiales (v0, p0) donnent l'état du �uide à l'instant initial :

v(·, 0) = v0 et p(·, 0) = p0,

et les onditions aux limites indiquent l'état du �uide à la frontière du domaine d'étude. Dans

le as d'un éoulement en domaine ouvert, les onditions aux limites sont

lim
||x||→∞

v(x, ·) = v∞ et lim
||x||→∞

p(x, ·) = p∞.
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La ondition d'imperméabilité s'applique au niveau d'une paroi imperméable dans un éoulement

de �uide parfait,

v · n = 0,

où n désigne la normale extérieure unitaire à la paroi. Cette relation résulte de l'équation de

ontinuité intégrée sur un volume limité par deux éléments de surfae situés de part et d'autre

de la paroi et parallèles à elle-i. Pour un �uide parfait, auune ondition n'est à imposer sur

les omposantes tangentielles de la vitesse e qui autorise le glissement du �uide parallèlement à

la paroi de sorte que la ondition v · n = 0 s'appelle aussi ondition de glissement.

3.2 Théorème de Bernoulli

3.2.1 Enoné

Le théorème de Bernoulli (physiien et mathématiien suisse, 1700�1782) traduit la onser-

vation de l'énergie :

Théorème de Bernoulli. Dans un éoulement permanent de �uide parfait inompressible

soumis uniquement à la gravité, nous avons

v2

2g
+

p

ρg
+ z = C, (3.2)

où la onstante C [m] est une hauteur de référene.

Cette relation est valable - partout si l'eoulement est irrotationnel,

- le long d'une ligne de ourant si l'éoulement est rotationnel.

Démonstration. Le terme advetif peut être reformulé en faisant apparaître l'advetion par trans-

lation (

1
2∇v2 = Ddiagv) et l'advetion par rotation,

v · ∇v =
1

2
∇v2

︸ ︷︷ ︸

translation

+ rot(v) ∧ v
︸ ︷︷ ︸

rotation

.

En supposant que le �uide n'est soumis qu'à la pesanteur, l'équation d'Euler s'érit

∂v

∂t
+

1

2
∇v2 + rot(v) ∧ v + 1

ρ
∇p = −∇(gz). (3.3)

Dans le as d'un éoulement permanent irrotationnel, ette équation se simpli�e

∇
(
v2

2g
+

p

ρg
+ z

)

= 0 ⇔ v2

2g
+

p

ρg
+ z = C.

La quantité préédemment introduite est homogène à une longueur. Elle est notée H et s'appelle

la harge hydraulique :

H
def
=

v2

2g
+

p

ρg
+ z. (3.4)

Dans le as d'un éoulement permanent rotationnel, l'équation (3.3) se réérit

rot(v) ∧ v +∇H = 0.
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En multipliant par un déplaement dl
def
= (dlx, dly , dlz)

⊤
le long d'une ligne de ourant C, nous

avons

(rot(v) ∧ v) · dl +∇H · dl = 0. (3.5)

Pour montrer que le premier terme de ette équation est nul, nous utilisons le produit mixte et

la olinéarité de v et dl : (rot(v) ∧ v) · dl = rot(v) · (v ∧ dl) = 0. Ainsi, l'équation (3.5) devient

∇H · dl = 0, ⇒
∫

C
∇H · dl =

∫

C
dH = 0 ⇒ H = C le long de C.

L'énergie totale de l'éoulement est présente sous trois formes. En multipliant la harge hydrau-

lique par ρgdV (dV désignant une partie du �uide), les énergies inétique, élastique et potentielle

apparaissent :

ρv2dV/2
︸ ︷︷ ︸

E. cinétique

+ pdV
︸ ︷︷ ︸

E. élastique

+ ρgzdV
︸ ︷︷ ︸

E. potentielle

= C1.
︸︷︷︸

E. totale

Le pression totale se déompose en deux termes. En multipliant la harge hydraulique par ρg,
les pressions dynamique et statique apparaissent :

ρv2/2
︸ ︷︷ ︸

p. dynamique

+ p+ ρgz
︸ ︷︷ ︸

p. statique

= C2.
︸︷︷︸

p. totale

Lorsque la vitesse du �uide est nulle, le théorème de Bernoulli se réduit à l'équation de Pasal

(f. � 2.1.2) puisque la pression dynamique est nulle.

Pour se plaer en régime permanent dans le as des éoulements tournants (pompe et turbine

par exemple), il onvient d'ajouter la fore entrifuge que nous allons expliiter. Pour déterminer

ette fore, nous étudions le mouvement d'une partiule �uide P autour de l'axe Oz à une vitesse
angulaire onstante w = ωez. Dans le repère R = (O, ex, ey , ez) lié à la rotation, le point P a

pour oordonnées (x, 0, 0)⊤. Le repère R= (O, eX , eY , eZ) est supposé �xe.

×
O eX

eY

×
O ex

ey

× P
x

x
w

Figure 3.1 � Partiule �uide en rotation.

L'aélération engendrée par la rotation est alulée à l'aide de la loi de Poisson

1

.

Loi de Poisson.

∀e ∈ {ex, ey , ez},
(
de

dt

)

R

= w ∧ e.

1. déduite de la relation de dérivation vetorielle

(

du

dt

)

R

=

(

du

dt

)

R

+w ∧ u, où u est un veteur quelonque.
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Cette loi permet de aluler la dérivée seonde de ex,

dex
dt

= ωey et

dey
dt

= −ωex ⇒ d2ex
dt2

= −ω2ex.

Le signe négatif indique qu'il s'agit de l'aélération entripète puisqu'elle est dirigée vers le

entre de ourbure. La fore entrifuge massique a don pour expression Fcent = xω2ex et dérive

du potentiel suivant

Ucent = −
x2ω2

2
= −v

2
rot

2
ave vrot

def
= xω.

Pour prendre en ompte ette fore, il onvient don d'ajouter le potentiel

1
2v

2
rot au seond

membre de l'équation (3.3). Ainsi le théorème de Bernoulli prenant en ompte la fore entrifuge

s'érit

v2 − v2rot
2g

+
p

ρg
+ z = C. (3.6)

3.2.2 Appliations

Nous présentons plusieurs exemples faisant intervenir le théorème de Bernoulli : la formule de

Torielli estime la vitesse de sortie d'un �uide à l'ori�e d'un réservoir, le tube de Pitot permet de

mesurer la vitesse dans un éoulement et le tube de Venturi permet de mesurer le débit dans un

éoulement. Le temps de vidange d'un réservoir est également estimé en utilisant la formule de

Torielli. Dans es di�érents as, le théorème de Bernoulli est appliable dans tout l'éoulement

qui est supposé permanent irrotationnel et dans lequel les pertes de harges sont négligeables

(nous reportons au hapitre 4 pour la dé�nition des pertes de harges).

3.2.2.1 Formule de Torielli (Physiien et mathématiien italien, 1608�1647)

Soit un réservoir de grande taille à paroi mine, muni d'un ori�e plat. Soient A un point

situé au niveau de la surfae libre et B un point situé à l'ori�e. Nous supposons que

1. le réservoir est su�samment grand de sorte que la vitesse en A est nulle,

2. les pressions aux points A et B sont égales à la pression atmosphérique.

×

×

A

B

h

Figure 3.2 � Vidange d'un réservoir.

L'appliation du théorème de Bernoulli entre les points A et B donne diretement la vitesse de

sortie du �uide à l'ori�e qui varie omme la raine arrée de la hauteur d'eau située au-dessus

de et ori�e,

zA =
v2B
2g

+ zB ⇒ vB =
√

2gh ave h = zA − zB.
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3.2.2.2 Tube de Pitot (Hydrauliien français, 1695�1771)

Cet appareil onstitué de deux tubes onentriques permet de mesurer la vitesse dans un

éoulement. Comme le montre la �gure 3.3, le tube extérieur est fermé sur le tube intérieur au

niveau du point A et ontient une série de trous sur sa partie horizontale. Cet appareil est disposé

dans un �uide ayant un éoulement horizontal de vitesse v. Nous supposons que

1. les tubes sont assez �ns pour onsidérer que les points A et B sont à la même altitude,

2. le tube intérieur est rempli de �uide de sorte que la vitesse en A est nulle,

3. les trous dans le tube extérieur entrainent que vB = v.

×
×

A

B
→v

pA

pB

Figure 3.3 � Tube de Pitot dans un éoulement horizontal.

L'appliation du théorème de Bernoulli entre les points A et B donne diretement la vitesse v
du �uide qui varie omme la raine arrée de la di�érene de pression entre les deux tubes,

pA
ρ

=
v2

2
+
pB
ρ

⇒ v =

√

2

ρ
δp ave δp = pA − pB.

3.2.2.3 Tube de Venturi (Physiien italien, 1746�1822)

Cet appareil onstitué d'un tube onentrique, d'un onvergent, d'un divergent et d'un tube

onentrique permet de mesurer le débit dans un éoulement. Les notations sont indiquées sur

la �gure 3.4. Nous supposons que les points A et B sont à la même altitude.

××
A B

SA
SB

onvergent

divergent

Figure 3.4 � Tube de Venturi dans un éoulement horizontal.

L'appliation du théorème de Bernoulli entre les points A et B est

v2A
2

+
pA
ρ

=
v2B
2

+
pB
ρ
.

Le débit Q = vASA = vBSB est onstant dans l'éoulement (voir §3.3.1) et s'exprime en fontion

des setions de la onduite en A et B ainsi que de la di�érene de pression entre es deux setions :

Q2

2S2
A

+
pA
ρ

=
Q2

2S2
B

+
pB
ρ

⇒ Q = SASB

√

2δp

ρ(S2
A − S2

B)
ave δp = pA − pB.
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3.2.2.4 Temps de vidange d'un réservoir

Nous souhaitons estimer le temps de vidange d'un réservoir de setion onstante. Nous adop-

tons les notations suivantes indiquées sur la �gure 3.5 : S et s sont les setions du réservoir et de

l'ori�e, v et V désignent les vitesses au niveau de la surfae libre et de l'ori�e, h0 représente la
hauteur d'eau initiale, tv est le temps de vidange.

S v

s V

t

0

tv

h

h0

0

setion onstante

setion variable (lepsydre)

Figure 3.5 � Vidange d'un réservoir.

Le théorème de Bernoulli, la onservation du débit ainsi que l'expression de la vitesse v au niveau
de la surfae libre du réservoir (le signe négatif assure la positivité de v) permettent d'obtenir
l'équation di�érentielle suivante

v2

2g
+ h =

V 2

2g

vS = V s

v = −dh
dt







⇒
[(

S

s

)2

− 1

](

−dh
dt

)2

= 2gh.

En onsidérant que s ≪ S, une séparation des variables h et t permet d'obtenir un temps de

vidange théorique du réservoir

− dh√
h
=
√

2g
s

S
dt ⇒ −[2

√
h]0h0 =

√

2g
s

S
[t]tv0 ⇒ tv =

S

s

√

2h

g
.

Il est rassurant de onstater que e temps augmente si la setion du réservoir et la hauteur d'eau

initiale augmentent et qu'il diminue si la setion de l'ori�e augmente. La setion du jet d'eau

étant rarement égale à elle de l'ori�e (omme 'est le as pour l'eau s'éoulant d'un robinet), un

oe�ient orretif peut-être appliquée au débit de l'ori�e e qui entraine une modi�ation de

e temps de vidange théorique. Inventée dans l'Egypte antique

2

, la lepsydre est une une horloge

à eau permettant de mesurer de ourtes durées. La forme spéi�que des lepsydres assure un

éoulement régulier de l'eau au �l du temps. D'après e qui préède, 'est une setion variable

du type α
√
h (α étant une onstante positive) qui permet d'obtenir une relation linéaire entre la

hauteur d'eau ourante dans le réipient hc et le temps éoulé tc :

− dh√
h
=
√
2g

s

S(h)
dt

S(h) = α
√
h







⇒ −[h]0hc
=
√

2g
s

α
[t]tc0 ⇒ tc = βhc ave β =

α

s
√
2g
.

2. La plus anienne lepsydre retrouvée date du règne d'Aménophis vers -1400.
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3.3 Théorème d'Euler

Une limitation du théorème de Bernoulli est qu'il ne permet pas d'exprimer les ations méa-

niques entre un �uide et un solide. Le théorème d'Euler permet de déterminer les ations globales

s'exerçant sur un solide lorsque le �uide est inompressible et l'éoulement permanent.

3.3.1 Enoné

Le théorème d'Euler traduit la onservation de la quantité de mouvement :

Théorème d'Euler. Dans un éoulement permanent de �uide inompressible, la variation

de quantité de mouvement dans un tube de ourant entre deux setions S1 et S2 est

Ftot = ρQ(v2 − v1), (3.7)

où Ftot désigne l'ensemble des fores extérieures, Q est le débit volumique, v1 est la vitesse

moyenne en S1 et v2 est la vitesse moyenne en S2.

Démonstration. Les tubes de ourant sont inhangés au ours du temps en éoulement per-

manent. Soient 4 surfaes S1, S
′
1, S2 et S′

2 représentées sur la �gure 3.6. Les partiules �uides

traversent la surfae S1 (resp. S2) à l'instant t et la surfae S′
1 (resp. S

′
2) à l'instant t+ δt.

→v1 → v2

S1 S′
1 S2 S′

2

l1 l2

ρ1 ρ2

Figure 3.6 � Tube de ourant dans un éoulement permanent.

Soit m(t) (resp. m(t + δt)) la masse ontenue entre les surfaes S1 et S2 (resp. S′
1 et S′

2).

La onservation de la masse s'érit

dm

dt
= 0 ⇒ m(t+ δt) −m(t) = 0 ⇒ δm2 − δm1 = 0, (3.8)

où δmi est la masse ontenue entre les surfaes Si et S
′
i ≃ Si,

δmi = ρiSili = ρiSiviδt. (3.9)

Les égalités (3.8) et (3.9) aboutissent à la onservation du débit massique Qm [kg · s−1],

Qm
def
= ρ1v1S1 = ρ2v2S2. (3.10)

Pour un �uide inompressible, le débit volumique Q [m3 · s−1] est également onservé,

Q
def
= v1S1 = v2S2 et Qm = ρQ. (3.11)

Le prinipe fondamental de la dynamique est

Ftot =
dmv

dt
⇒ Ftot =

(δm2v2 − δm1v1)

δt

(3.9)
= ρ2S2v

2
2 − ρ1S1v21

(3.10)
= Qm(v2 − v1).
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L'utilisation du théorème d'Euler néessite de

1. se plaer dans un repère tel que l'éoulement soit permanent,

2. dé�nir le système étudié (portion de �uide),

3. lister les fores qui s'appliquent au système,

4. résoudre en projetant sur les di�érents axes.

3.3.2 Appliations

Le théorème d'Euler permet par exemple de aluler la résultante des fores de pression

s'exerant au niveau d'un oude ou d'un rétréissement dans une analisation. Il permet éga-

lement de déterminer ette résultante sur une plaque, un auget d'une roue hydraulique et un

tourniquet hydraulique. L'exemple que nous détaillons est un oude dans une analisation.

O x

y

Se

Ss

pe

ps

→
ve

↓vs

R

Figure 3.7 � Coude dans une analisation (plan horizontal).

Le repère (O,x, y) est tel que l'éoulement dans le oude est permanent. Les fores s'appliquant
sur la portion de �uide ontenue dans le oude sont la fore F qui s'exere sur le oude, les fores

Fe et Fs qui s'exerent respetivement sur les setions Se et Ss, le poids P . Le théorème d'Euler
s'érit

F + Fe + Fs + P = −ρQ(vsey + veex).

La fore R qu'exere le �uide sur le oude est l'opposée de la fore F . Les trois omposantes de
l'équation préédente sont

−





Rx

Ry

Rz



+





peSe
psSs
−mg



 = −ρQ





ve
vs
0



 ⇒







Rx = peSe + ρQve
Ry = psSs + ρQvs
Rz = −mg

Il y a 6 inonnues pour onnaitre les trois omposantes de la fore R. Les setions Se et Ss sont des
données géométriques alors que le débit Q et la pression pe peuvent être mesurées. Le théorème
de Bernoulli et la onservation du débit fournissent deux équations supplémentaires :

pe + ρ
v2e
2

= ps + ρ
v2s
2

et Seve = Ssvs.

E�etuons une appliation numérique en supposant que le diamètre moyen du oude est de 20cm
et que son rayon est de 5cm (les surfaes Se et Ss sont alors égales à 7.85 10−3m2

). En prenant

pe = 2bars et Q = 30l · s−1
, nous obtenons que Rx = Ry = 1684N et Rz = 24N e qui montre

que le poids de l'eau est faible devant les ations piézomètriques et inétiques du �uide.
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3.4 Eoulements irrotationnels

3.4.1 Théorème de Lagrange

Le théorème de Lagrange (mathématiien français, 1736 � 1813) motive l'étude des éoule-

ments irrotationnels et s'énone ainsi

Théorème de Lagrange. Dans un éoulement de �uide parfait inompressible soumis à des

fores de masse dérivant d'un potentiel, une partiule �uide dont le taux de rotation est nul à

un instant donné garde ensuite un taux de rotation nul.

Démonstration. Lorsque les fores extérieures massiques dérivent d'un potentiel U , l'équation
d'Euler s'érit

∂v

∂t
+

1

2
∇v2 + rot(v) ∧ v + 1

ρ
∇p = ∇U.

Prenons le rotationnel de ette équation et utilisons la propriété de omposition des opérateurs

rotationnel et gradient,

rot
(∂v

∂t

)

+ rot(rot(v) ∧ v) = 0.

En introduisant le veteur tourbillon Ω
def
= 1

2rot(v) et en supposant que le hamp de vitesse v est
su�samment régulier, nous avons

∂Ω

∂t
+ rot(Ω ∧ v) = 0.

En utilisant que rot(Ω ∧ v) = v · ∇Ω − Ω · ∇v, nous obtenons l'équation du tourbillon parfois

appelée équation d'Helmholtz

3

:

∂Ω

∂t
+ v · ∇Ω = Ω · ∇v.

D'après ette équation, une partiule ayant un taux de rotation nul (i.e. Ω = 0) à un instant

donné garde son taux de rotation nulle (ar dtΩ = 0).

Autrement dit, si à un instant donné une partiule ne tourne pas sur elle-même, elle ne sera

jamais mise en rotation dans un éoulement de �uide parfait. Physiquement, ela vient du fait

que l'on néglige les fores tangentielles de frottements qui sont les seules apables de réer un

ouple permettant la mise en rotation.

3.4.2 Potentiel des vitesses

Théorème 14. Dans un éoulement est irrotationnel, la vitesse dérive d'un potentiel des

vitesses noté ϕ,

rot(v) = 0 ⇔ ∃ ϕ, v = ∇ϕ

Démonstration. Ce résultat provient diretement du théorème de Helmholtz�Hodge qui indique

que tout hamp vetoriel v de lasse C1(Ω,R3) peut se déomposer omme la somme d'un hamp

solénoïdal et irrotationel, v = rot(A) +∇ϕ.

3. A ne pas onfondre ave l'équation d'Helmholtz renontrée dans l'aoustique en domaine fréquentiel,

∆p+ k2p = 0, où p est la pression et k est le nombre d'onde.
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Propriété 5. Le potentiel des vitesses est harmonique si l'éoulement est solénoïdal.

Démonstration. div(v) = 0 ⇒ div(∇ϕ) = 0 ⇒ ∆ϕ = 0

Les ourbes où le potentiel des vitesses est onstant s'appellent des équipotentielles.

3.4.3 Paradoxe de d'Alembert

Le paradoxe de d'Alembert (mathématiien et philosophe français, 1717 � 1783) traduit une

ontradition onernant la fore pressante s'exerant sur un obstale dans un éoulement de

�uide parfait. Cela provient de l'absene de visosité dans le modèle de �uide parfait. Nous

revenons sur ette ontradition lors de l'étude d'un ylindre en rotation au § 3.5.4 et préisons

que la fore de trainée s'oppose au mouvement d'un orps dans un �uide alors que la fore de

portane s'exere perpendiulairement à la diretion du mouvement.

Paradoxe de d'Alembert. L'e�ort de trainée exeré sur un obstale imperméable plaé dans

un ourant uniforme à l'in�ni sans fore volumique est nul si le �uide est parfait, inompres-

sible et si le mouvement est permanent et irrotationnel.

L'e�ort de portane est également nul si la irulation du veteur vitesse sur le ontour de

l'obstale est nul.

Démonstration. Nous onsidérons le as sans irulation. Soit un obstale C de frontière ∂C et de
normale extérieure unitaire n, plaé dans un éoulement de �uide de vitesse uniforme à l'in�ni

v∞. Nous onsidérons une sphère S, de frontière ∂S et de rayon R entrée sur C. L'obstale
est supposé imperméable, 'est-à-dire que v · n = 0 sur ∂C. Compte-tenu de l'hypothèse de

stationnarité du mouvement et de l'absene de fore volumique, l'équation d'Euler s'érit

ρv · ∇v +∇p = 0.

L'intégration sur le domaine entourant l'obstale (S \ C) donne
∫

S
ρv · ∇vdV −

∫

C
ρv · ∇vdV +

∫

S
∇pdV −

∫

C
∇pdV = 0.

En utilisant l'égalité v · ∇v = div(v ⊗ v) + vdiv(v) dans le as d'un �uide inompressible et le

théorème de Gauss pour reformuler les intégrales sur les frontières de S et C, nous obtenons
∫

∂S
ρv ⊗ vndS −

∫

∂C
ρv ⊗ vndS +

∫

∂S
pndS −

∫

∂C
pndS = 0.

L'égalité v ⊗ vn = v · nv et la dé�nition de la fore pressante F sur C donnent
∫

∂S
ρv · nvdS −

∫

∂C
ρv · nvdS +

∫

∂S
pndS + F = 0.

Lorsque le rayon de la sphère est su�samment grand, les deux intégrales sur ∂S sont nulles

étant donné les expressions des hamps de vitesse et de pression

4

: v = v∞ + O(||x||−3) et

p = p∞ + O(||x||−3). La ondition d'imperméabilité annule l'intégrale sur ∂C et termine la

démonstration lorsque la irulation est nulle :

F = 0.

4. es expressions reposent sur la irulation nulle autour de l'obstale et l'irrotationnalité du mouvement en

utilisant le aratère potentiel du hamp de vitesse.
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3.5 Eoulements irrotationnels plans

3.5.1 Fontion de ourant

Nous supposons dans ette dernière setion que l'éoulement est bidimensionnel plan (vitesse

indépendante de z et vitesse vertiale vz nulle). Dans e as, un éoulement solénoïdal entraine

l'existene d'une fontion de ourant ψ qui présente des propriétés intéressantes.

div(v) = 0 ⇔ ∂vx
∂x

= −∂vy
∂y

⇔ vxdy − vydx est une di�érentielle totale d'après le ritère de Shwartz

⇔ ∃ ψ, dψ =
∂ψ

∂x
dx+

∂ψ

∂y
dy = vxdy − vydx

Par identi�ation, nous avons

vx =
∂ψ

∂y
et vy = −∂ψ

∂x
.

Propriété 6. La fontion de ourant est onstante au niveau des lignes de ourant.

Démonstration. Les lignes de ourant d'un mouvement plan s'obtiennent en résolvant le système

dx

vx
=
dy

vy
⇔ vxdy − vydx = 0 ⇔ dψ = 0 ⇔ ψ = cste.

Propriété 7. La fontion de ourant est harmonique.

Démonstration. Le potentiel des vitesses est supposé su�samment régulier,

∂ψ

∂x
= −∂ϕ

∂y
⇒ ∂2ψ

∂x2
= − ∂2ϕ

∂x∂y

∂ψ

∂y
=
∂ϕ

∂x
⇒ ∂2ψ

∂y2
=

∂2ϕ

∂y∂x







⇒ ∆ψ = 0.

Propriété 8. Le débit entre deux points M1 et M2 est ψ(M2)− ψ(M1).

Démonstration. Le débit Q entre les deux lignes de ourant est

Q
def
=

∫ M2

M1

v · n ds,

où v est la vitesse de l'éoulement, n la normale au niveau d'un point M situé entre les deux

lignes de ourant (voir la �gure 3.8) et s l'abisse urviligne du point M. M1M
def
= x(s)ex+y(s)ey

et la tangente t à M1M2 en M est donnée par t =
(
dx
ds ,

dy
ds

)
. En utilisant que la normale n à M1M2

en M est donnée par n =
(dy
ds ,−dx

ds

)
, nous obtenons que le débit entre les lignes de ourant C1 et

C2 dépend uniquement de la valeur de la fontion de ourant sur es deux lignes de ourant :

Q =

∫ M2

M1

vxdy − vydx =

∫ M2

M1

dψ = ψ(M2)− ψ(M1).
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×

×

×
C1

C2

M1

M2

ψ(M1)

ψ(M2)

M n

t
v

ex

eyO

Figure 3.8 � Détermination du débit dans un éoulement potentiel.

Propriété 9. Les équipotentielles et les lignes de ourant sont orthogonales.

Démonstration. La normale à la ourbe ϕ = cste (resp. ψ = cste) est olinéaire au gradient ∇ϕ
(resp. ∇ψ) et le produit salaire de ∇ϕ et ∇ψ est nul : ∇ϕ · ∇ψ = −vxvy + vyvx = 0.

3.5.2 Potentiel et vitesse omplexes

Un point du plan peut être représenté dans le plan omplexe par la variable omplexe z
(z = x+ iy en oordonnées artésiennes et z = reiθ en oordonnées polaires) et il est possible de

dé�nir le potentiel omplexe f(z) par

f(z)
def
= ϕ+ iψ.

Cette fontion omplexe est dérivable ar elle véri�e les onditions de Cauhy,

∂ϕ

∂x
=
∂ψ

∂y
et

∂ψ

∂x
= −∂ϕ

∂y
.

La dérivée du potentiel omplexe en oordonées artésiennes est

df(z)

dz

def
=

∂ϕ

∂x
+ i

∂ψ

∂x
=

∂ϕ

∂x
− i∂ϕ

∂y
=

∂ψ

∂y
− i∂ϕ

∂y
=

∂ψ

∂y
+ i

∂ψ

∂x
.

Cette dérivée, notée w(z), s'appelle la vitesse omplexe de l'éoulement et orrespond au omplexe

onjugué assoié au veteur vitesse de l'éoulement :

df(z)

dz
= w(z) = vx − ivy. (3.12)

Dans le as des oordonnées polaires, la vitesse omplexe est

w(z) = e−iθ

(
∂ϕ

∂r
+ i

∂ψ

∂r

)

= e−iθ(vr − ivθ). (3.13)

En résumé, la onnaissane du potentiel omplexe f(z) dans un éoulement permet d'obtenir :

� les lignes de ourant ψ en déterminant Im(f(z)) = cste,

� les équipotentielles ϕ en déterminant Re(f(z)) = cste,

� le hamp de vitesse v à partir de w(z) = f ′(z),

� le hamp de pression p(z) qui vaut K − 1
2ρ|w(z)|2 (ar la pesanteur est négligée).
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Exemples de potentiels omplexes :

� Eoulement uniforme de vitesse u0 faisant un angle α par rapport à Ox : f(z) = u0e
−iαz,

� Soure pontuelle de débit Q située à l'origine : f(z) =
Q

2π
ln(z),

� Tourbillon pontuel de irulation Γ située à l'origine : f(z) = − iΓ
2π

ln(z).

3.5.3 Formules de Blasius

Les formules de Blasius (physiien allemand, 1883�1970) permettent de onnaître la résultante

des e�orts

5

exerés par le �uide sur un obstale matérialisé par une ligne de ourant C fermée

et soumis à un éoulement dé�ni par un potentiel omplexe. La première formule onerne la

résultante des fores de pression (de omposante Fx et Fy) :

Fx − iFy =
iρ

2

∮

C

(
df

dz

)2

dz. (3.14)

Démonstration. Compte tenu de l'expression de la normale n à C et du théorème de Bernoulli,

l'expression de la fore pressante F
def
= −

∮

C pnds dans le plan omplexe est

F = −
∮

C

(

cste− ρv
2

2

)(
dy

ds
− idx

ds

)

ds
(3.12)
=

ρ

2

∮

C

df

dz

df

dz
(dy − idx) = −iρ

2

∮

C

df

dz

df

dz
dz.

Le onjugué de F est

F = i
ρ

2

∮

C

df

dz

df

dz
dz = i

ρ

2

∮

C

df

dz
df.

Comme f = ϕ+ iψ, alors f = ϕ− iψ = ϕ+ iψ − 2iψ = f − 2iψ et

F = i
ρ

2

∮

C

df

dz
df + ρ

∮

C

df

dz
dψ.

Le ontour C étant un obstale, il est une ligne de ourant et dψ = 0 le long de C.

La seonde formule onerne la résultante des moments par rapport à un point d'a�xe z0 :

M = −ρ
2
Re

[
∮

C
(z − z0)

(
df

dz

)2

dz

]

. (3.15)

Démonstration. Le momentM en O d'a�xe z0 exeré par l'éoulement sur l'obstale C est

M def
= −

∮

C
OM ∧ pnds =

∮

C
p
(
(x− x0)dx+ (y − y0)dy

)
,

en utilisant que −OM∧ n def
=

(

(x− x0)
dx

ds
+ (y − y0)

dy

ds

)

= Re

(

(z − z0)
dz

ds

)

. En exprimant la

pression en fontion de la vitesse omme dans la démonstration préédente, on obtient

M = −ρ
2

∮

C

df

dz

df

dz
Re((z − z0)dz) = −

ρ

2
Re

[
∮

C
(z − z0)

df

dz
df

]

.

L'égalité f = f − 2iψ termine la démonstration.

5. Il s'agit d'e�orts par unité de longueur perpendiulaire au plan de l'éoulement
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3.5.4 Etude d'un ylindre en rotation

L'éoulement dans un �uide ayant une vitesse horizontale u0 autour d'un ylindre de rayon R
ave irulation Γ est dérit par le potentiel omplexe suivant

f(z) = u0

(

z +
R2

z

)

− iΓ

2π
ln(z) ave Γ

def
=

∫

C
v · t dl.

3.5.4.1 Potentiel et fontion de ourant

En remplaçant z par reiθ, le potentiel omplexe s'érit

f(z) = u0

(

reiθ +
R2

r
e−iθ

)

− iΓ

2π

(
ln(r) + iθ

)
,

= u0r cos(θ)

(

1 +
R2

r2

)

+
Γθ

2π
+ iu0r sin(θ)

(

1− R2

r2

)

− iΓ

2π
ln(r).

Le potentiel des vitesses et la fontion de ourant sont

ϕ = u0r cos(θ)

(

1 +
R2

r2

)

+
Γθ

2π
et ψ = u0r sin(θ)

(

1− R2

r2

)

− Γ

2π
ln(r).

3.5.4.2 Vitesse et points d'arrêt

Les expressions de ϕ et ψ trouvées préédemment donnent

w(z)
(3.13)
= e−iθ

(

u0 cos(θ)

(

1− R2

r2

)

+ iu0 sin(θ)

(

1 +
R2

r2

)

− iΓ

2πr

)

= e−iθ

(

u0e
iθ − u0e−iθR

2

r2
− iΓ

2πr

)

= u0

(

1− R2

z2

)

− iΓ

2πz

La forme des lignes de ourant dépend de la position des points d'arrêt qui sont les points où la

vitesse s'annule. Leurs a�xes z véri�ent l'équation suivante

z2 − iΓz

2πu0
−R2 = 0 ⇒ z± =

iΓ

4πu0
± 1

2

√

4R2 − Γ2

4π2u20
= iR

Γ

Γ0
±R

√

1−
(

Γ

Γ0

)2

,

où Γ0
def
= 4πRu0. On distingue les quatre as suivants

� Γ = 0 ⇒ z± = ±R,

� Γ < Γ0 ⇒ Im(z±) = R
Γ

Γ0
et Re(z±) = ±R

√

1−
(

Γ

Γ0

)2

,

� Γ = Γ0 ⇒ z± = iR,

� Γ > Γ0 ⇒ Re(z±) = 0 et Im(z±) = R
Γ

Γ0
±R

√
(

Γ

Γ0

)2

− 1,

qui permettent de déduire les positions des points d'arrêt :

� Γ = 0 ⇒ les deux points d'arrêt sont aux intersetions du ylindre ave l'axe horizontal,

� Γ < Γ0 ⇒ les deux points d'arrêt sont sur le ylindre symétriquement par rapport à Oy,
� Γ = Γ0 ⇒ le seul point d'arrêt est à l'intersetion du ylindre ave l'axe Oy,
� Γ > Γ0 ⇒ un point d'arrêt est à l'intérieur du ylindre et l'autre est à l'extérieur.
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Γ = 0 Γ < Γ0 Γ = Γ0 Γ > Γ0

• •
• • •

•

•

Figure 3.9 � Position des points d'arrêt suivant la valeur de la irulation.

3.5.4.3 Allure des lignes de ourant et des équipotentielles

La �gure 3.10 représente les lignes de ourant autour du ylindre quand la irulation Γ = 2kπRu0
ave k ∈ {0, 1, 2, 3}, R = 1m et u0 = 2m · s−1

. Le domaine représenté est [−3.5, 3.5]× [−3.5, 3.5].
La symétrie par rapport à l'axe vertial passant par le entre du ylindre est visible quand la

irulation est nulle, l'axe horizontal est aussi un axe de symétrie. Quand la irulation est non

nulle, les lignes de ourant plus resserées dans le demi-plan inférieur indiquent que la vitesse

du �uide est plus importante dans e demi-plan. Il en résulte une surpression dans le demi-plan

supérieur de sorte que le ylindre se trouve soumis à une fore orientée vers le bas. Il s'agit de

l'e�et Magnus que l'on retrouve dans une balle liftée : une fore perpendiulaire au mouvement

initial d'une balle en rotation sur elle-même inurve sa trajetoire. C'est le même phénomène

pour une aile d'avion : les lignes de ourant sont plus resserrées au-dessus et la surpression en

dessous de l'aile génère la fore de portane. L'expliation est similaire lorqu'un vent fort sou�e

sur une maison : les lignes de ourant se resserrent au-dessus du toit et produisent une dépression

à l'intérieur réant une fore vertiale pouvant arraher le toit.

Γ = 0 Γ = 2πRu0

Γ = 4πRu0 Γ = 6πRu0

Figure 3.10 � Lignes de ourant autour du ylindre en fontion de la irulation Γ.
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Comme pour les lignes de ourant, les équipotentielles représentées sur la �gure 3.11 pré-

sentent une symétrie par rapport à l'axe vertial passant par le entre du ylindre puisque es

deux familles de ourbes sont orthogonales.

Γ = 0 Γ = 2πRu0

Γ = 4πRu0 Γ = 6πRu0

Figure 3.11 � Equipotentielles autour du ylindre en fontion de la irulation Γ.

3.5.4.4 Fore de pression

La fore pressante exerée par le �uide sur le ylindre est

Fp
def
= −

∫ 2π

0
pnRdθ.

Le théorème de Bernoulli entre un point ourant et un point d'arrêt A permet de reformuler

ette intégrale

ρv2

2
+ p = pA ⇒ Fp = −pAR

∫ 2π

0
ndθ +

ρR

2

∫ 2π

0
v2ndθ.

Cela revient à érire la fore pressante en fontion de la fore de pression totale Ft et de la fore

de pression dynamique Fd,

Fp = Ft − Fd, ave Ft
def
= −pAR

∫ 2π

0
ndθ et Fd

def
= −ρR

2

∫ 2π

0
v2ndθ.

Ft est nulle et la vitesse omplexe permet d'obtenir le arré de la vitesse pour aluler Fd,

w(z) = u0

(

1− R2

z2

)

− iΓ

2πz
⇒ v2 = 2u20

(

1 + 2

(
Γ

Γ0

)2

− cos(2θ)− 4
Γ

Γ0
sin(θ)

)

.
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En onsidérant que la normale extérieure s'érit n = (cos(θ), sin(θ))⊤, on obtient les deux om-

posantes de la fore pressante,

Fp,x = ρRu20

∫ 2π

0

(

1 + 2

(
Γ

Γ0

)2

− cos(2θ)− 4
Γ

Γ0
sin(θ)

)

cos(θ)dθ = 0

Fp,y = ρRu20

∫ 2π

0

(

1 + 2

(
Γ

Γ0

)2

− cos(2θ)− 4
Γ

Γ0
sin(θ)

)

sin(θ)dθ = −ρu0Γ.

La omposante Fp,x est la fore de trainée et la omposante Fp,y est la fore de portane s'exerçant

sur le ylindre. La fore de trainée s'oppose au mouvement du ylindre et la fore de portane

s'exere perpendiulairement à la diretion du mouvement.

Γ = 0

Γ = 0.15Γ0

pression totale = pression dynamique + pression statique

Figure 3.12 � Déomposition de la fore de pression loale autour du ylindre.

La �gure 3.12 représente la déomposition de la fore de pression loale sans irulation (Γ = 0)
et ave irulation (Γ = 0.15Γ0). Comme attendu, la pression totale est onstante (d'après

le théorème de Bernoulli) et la pression dynamique est nulle aux deux points d'arrêt. Sans

irulation, la nullité de la fore pressante résulte de la symétrie des pressions selon les deux

axes. L'absene de portane s'explique par la irulation nulle alors que l'absene de trainée

signi�e que l'obstale ne bouge pas sous l'e�et du �uide, e qui est pour le moins surprenant !

Cette ontradition est le paradoxe de d'Alembert (énoné au � 3.4.3) et provient des e�ets

visqueux absents du modèle de �uide parfait mais présents dans la réalité. Ave irulation, la

pression statique indique lairement la présene de la fore de portane −ρu0Γ dirigée vers le

bas.
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3.5.4.5 Transformations onformes

A partir de l'éoulement autour d'un ylindre, les transformations onformes permettent

l'étude sur des orps quelonques. La transformation de Joukowski (mathématiien russe, 1847

� 1921) qui permet l'étude autour de pro�ls d'ailes d'avions est un élèbre exemple d'appliation

en aérodynamique.
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Chapitre 4

Fluides réels

L'hypothèse des �uides parfaits s'avère parfois trop restritive omme le montrent la ondition

de glissement et le paradoxe de d'Alembert. Lorsque la visosité d'un �uide n'est pas négligeable,

il existe des fores de frottement qui in�uenent l'éoulement et provoquent une dissipation

d'énergie. Nous étudions dans e hapitre les �uides newtoniens pour lesquels les omposantes

du tenseur des ontraintes visqueuses dépendent linéairement des valeurs instantanées des défor-

mations.

Ce hapitre ontient quatre parties. La première partie est une présentation des �uides new-

toniens ; l'équation de Navier�Stokes est présentée puis simpli�ée en l'équation de Stokes qui est

résolue analytiquement dans des as simples. La seonde partie onerne les pertes de harge ave

le théorème de Bernoulli généralisé qui permet notamment le dimensionnement des iruits hy-

drauliques. Les troisième et quatrième parties présentent de façon suinte les notions de ouhe

limite et de similitude.

4.1 Fluides newtoniens

4.1.1 Expériene de Newton

Newton (physiien anglais, 1642�1727) étudia en 1683 des éoulements de �uides visqueux

entre deux plaques planes horizontales de même surfae S et séparées d'une distane h. La plaque
inférieure est supposée �xe alors que la plaque supérieure se déplae à une vitesse onstante et

uniforme v0 omme représentée sur la �gure 4.1.

h

v0

Plaque �xe de surfae S

Plaque mobile de surfae S

O ex

ez

Figure 4.1 � Expériene de Newton.
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Les résultats de ette expériene ont montré que la fore F néessaire à la mobilité de la plaque

supérieure est proportionnelle à la surfae S et à la vitesse v0 de ette plaque. Cette fore est

aussi inversement proportionnelle à la distane h entre les deux plaques de sorte que

F = µS
v0
h
. (4.1)

Le oe�ient de proportionnalité µ [Pa · s] s'appelle la visosité dynamique. A la fore F préé-

dente orrespond une ontrainte visqueuse de isaillement τxz,

τxz
def
=

F

S

(4.1)
= µ

v0
h
. (4.2)

En onsidérant ette ontrainte proportionnelle au gradient vertial de la vitesse horizontale,

nous avons

τxz
hyp
= µ

∂vx
∂z

(4.2)
= µ

v0
h

⇒ vx =
v0
h
z,

e pro�l de vitesse est linéaire entre la plaque inférieure (vx = 0) et la plaque supérieure (vx = v0).

La visosité est une propriété thermodynamique du �uide qui dépend de la température et

de la pression. Le tableau 4.1 indique la visosité dynamique et la densité d [−] de quelques

�uides dans des onditions normales de températures et de pression (20◦C et 1 atm) sauf pour

le sang dont les onditions sont elles du orps humain

1

. Comme l'indique la relation 4.1, nous

retrouvons sur es exemples intuitifs que lorsque la visosité augmente, la apaité du �uide

à s'éouler diminue. Pour un liquide (au ontraire d'un gaz), la visosité tend généralement à

baisser quand la température s'aroît. En�n, la visosité et la masse volumique ne sont pas

orrélées puique l'huile est moins dense que l'eau mais signi�ativement plus visqueuse. L'huile

d'olive par exemple a une densité de 0.92 et une visosité dynamique de 0.9 environ qui est 900

fois supérieure à elle de l'eau.

air eau huile d'olive sang miel bitume

µ 1.8 10−5 1 10−3 ≃ 0.9 4 à 25 10 108

d 1.2 10−3
1 0.92 ≃ 1.06 1.4 1.03

Table 4.1 � Visosité dynamique et densité de quelques �uides.

Le modèle linéaire du �uide newtonien appliqué à des �uides tels que l'eau et l'air onduit

à des résultats bien véri�és expérimentalement. Il existe d'autres lois de omportement dont

quelques-unes sont indiquées sur le shéma 4.2. Les rhéo-�uidi�ants (ou pseudo-plastiques) ont

une visosité qui diminue lorsque la ontrainte augmente. A l'inverse, les rhéo-épaississants (ou

dilatants) ont une visosité qui roît lorsque la ontrainte augmente. Les �uides de Bingham ont

un omportement linéaire à partir d'un ertain seuil. L'étude de es �uides non newtoniens est

l'objet de la rhéologie et sort du adre de e ours.

1. La température moyenne est de 37◦C et la pression artérielle varie entre une valeur minimale liée à la

relaxation du ventriule gauhe et une valeur maximale liée à la ontration de e même ventriule. Ces pressions

maximale et minimale s'appellent respetivement pressions systolique et diastolique. Elles s'expriment en mm de

merure et la tension artérielle est normale lorsque es pressions sont inférieures à 140 et 90. Au-delà, on parle

d'hypertension artérielle.
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�uide parfait

rhéo-�uidi�ant

�uide newtonien

rhéo-épaississant

�uide de Bingham

rhéo-�uidi�ant à seuil

σ

D

Figure 4.2 � Di�érents types de �uides.

4.1.2 Equation de Navier�Stokes

Théorème 15. L'équation d'équilibre dans un �uide newtonien est

∂v

∂t
+ v · ∇v + 1

ρ
∇p = F + ν∆v,

dans laquelle ν
def
= µ/ρ [m2 · s−1] est la visosité inématique.

Démonstration. L'équation d'équilibre est

ρ
dv

dt
= ρF + div(σ).

Dans le as des �uides newtoniens, le tenseur des ontraintes visqueuses τ s'érit

τ = 2µD + ηtr(D)I,

où η désigne la visosité de dilatation. Pour un �uide inompressible, la trae du tenseur D est

nulle et l'expression du tenseur des ontraintes σ est

σ = −pI + 2µD.

La divergene du tenseur des ontraintes peut se reformuler,

div(−pI + 2µD) = div(−pI) + div(2µD),

= −∇p+ µdiv(∇v +∇⊤v),

= −∇p+ µ∆v + µdiv(∇⊤v),

= −∇p+ µ∆v + µ∇(div(v)).

L'équation d'équilibre pour un �uide inompressible devient alors

ρ
dv

dt
= ρF −∇p+ µ∆v.

En divisant ette équation par la masse volumique ρ et en expliitant la dérivée partiulaire de

la vitesse, nous obtenons l'équation souhaitée.
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Comme pour l'équation d'Euler, l'équation de Navier�Stokes (NS) et l'équation de onti-

nuité sont résolues en imposant des onditions initiales et des onditions aux limites (f. � 3.1).

La ondition d'adhérene s'ajoute à la ondition d'imperméabilité au niveau d'une paroi imper-

méable dans un éoulement de �uide réel,

v · t = 0,

où t désigne une tangente extérieure unitaire à la paroi. Pour un �uide réel, les vitesses normale

et tangentielles étant nulles, la vitesse est nulle au niveau d'une paroi imperméable.

4.1.3 Equation de Stokes

Théorème 16. L'équation d'équilibre dans un �uide newtonien en éoulement permanent et

si le terme d'advetion v · ∇v est négligeable devant le terme de di�usion ν∆v est

1

ρ
∇p = F + ν∆v.

Cette équation étant linéaire, si v est solution alors −v est aussi solution si l'on hange le

signe du terme de pression et des fores extérieures. Cette réversibilité a été observée lors d'une

expériene menée par Taylor (physiien anglais, 1886�1975) en 1966. Un olorant est injeté

dans de la glyérine entre deux ylindres onentriques. La mise en rotation du ylindre interne

entraine une di�usion du olorant (temps t0 à t2) puis la mise en rotation dans le sens inverse

provoque la réapparition du olorant sous sa forme et onentration initiales (temps t3 à t4).

sens de rotation anti-horaire

sens de rotation horaire

t0 t1 t2

t3 t4 t5

Figure 4.3 � Expériene de Taylor.
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En notant V la vitesse aratéristique du �uide et L une dimension aratéristique, nous

pouvons obtenir un ordre de grandeur des termes d'advetion et de di�usion

∣
∣
∣
∣v · ∇v

∣
∣
∣
∣ ≃ V 2

L
et

∣
∣
∣
∣ν∆v

∣
∣
∣
∣ ≃ ν V

L2
.

L'advetion étant négligeable devant la di�usion, nous avons

V 2

L
≪ ν

V

L2
⇔ V L

ν
≪ 1

Nous introduisons le nombre de Reynolds (ingénieur et physiien irlandais, 1842�1912), noté Re

et sans dimension, dé�ni par

Re
def
=

V L

ν

L'équation de Stokes est ainsi valable à faible nombre de Reynolds (Re ≪ 1).

4.1.4 Eoulements entre deux plans horizontaux

Nous onsidérons l'éoulement d'un �uide entre deux plans horizontaux en résolvant l'équa-

tion de NS (simpli�ée). La distane entre les deux plans est égale à h et les hypothèses simpli�-

atries sont

1. éoulement dans le plan (O,x, z) ⇒ vy = 0,

2. éoulement bidimensionnel (x et z) ⇒ v(x, z),

3. éoulement laminaire selon x ⇒ vz = 0,

4. éoulement permanent ⇒ ∂tv = 0,

5. fores volumiques négligeables ⇒ F = 0,

6. �uide inompressible ⇒ div(v) = 0,

Les trois premières hypothèses onduisent à la simpli�ation suivante du hamp de vitesse :

v = vx(x, z)ex.

L'inompressibilité du �uide entraine que vx est indépendant de la oordonnée x :

div(v) = 0 ⇒ ∂vx
∂x

= 0 ⇒ v = vx(z)ex.

Par onséquent, le terme advetif v · ∇vx est nul :

v · ∇vx = vx
∂vx
∂x

= 0.

D'après e résultat, en utilisant que l'éoulement est permanent et en négligeant les fores de

pesanteur, les omposantes de l'équation de NS se simpli�ent onsidérablement :







1

ρ

∂p

∂x
= ν

d2vx
dz2

, (4.3a)

1

ρ

∂p

∂y
= 0, (4.3b)

1

ρ

∂p

∂z
= 0. (4.3)
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Les équations (4.3b) et (4.3) impliquent que la pression ne dépend pas des oordonnées y et z.
Ainsi, le membre de gauhe de l'équation (4.3a) ne dépend que de x. Par ailleurs, le membre de
droite de ette équation ne dépend que de z. Comme deux fontions égales ne dépendant pas des
mêmes variables ne peuvent être que onstantes, nous en déduisons

dp

dx
= a ⇒ p(x) = ax+ b, (4.4)

où les deux onstantes a et b sont déterminées par les onditions aux limites sur la pression qui

di�èrent suivant le type d'éoulement. Nous avons également

d2vx
dz2

=
a

µ
⇒ vx(z) =

a

2µ
z2 + cz, (4.5)

où le oe�ient c est déterminé par la ondition aux limites sur la vitesse au niveau du plan

supérieur. La vitesse n'a pas de terme onstant ar le plan inférieur est �xe (vx(0) = 0).

Nous étudions suessivement trois éoulements di�érents : un éoulement de Couette (physi-

ien français, 1858�1943), un éoulement de Poiseuille (physiien et médein français, 1797�1869)

et une ombinaison de es deux types d'éoulement

4.1.4.1 Eoulement de Couette

La vitesse est nulle sur le plan inférieur et onstante sur le plan supérieur. La pression est

identique en x = 0 et x = L.

h

v0

Plan �xe

Plan mobile

p0 p0

×
O

ex

ez

(L, 0)
×

Figure 4.4 � Eoulement de Couette entre deux plans horizontaux.

Les onditions aux limites de pression impliquent une pression onstante :

p(0) = p0 ⇒ b = p0

p(L) = p0

}

⇒ a = 0 ⇒ p = p0.

Les onditions aux limites de vitesse onduisent à une vitesse linéaire :

vx(h) = v0 ⇒ ch = v0 ⇒ vx = v0
z

h
.

La vitesse moyenne vmoy suivant la vertiale est dé�nie par

vmoy
def
=

1

h

∫ h

0
vxdz =

v0
2
.
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4.1.4.2 Eoulement de Poiseuille

La vitesse est nulle sur les plans inférieur et supérieur. Une pression δp est imposée en x = 0
alors qu'une pression nulle est imposée en x = L.

h

Plan �xe

Plan �xe

δp 0

×
O

ex

ez

(L, 0)
×

Figure 4.5 � Eoulement de Poiseuille entre deux plans horizontaux.

Les onditions aux limites de pression impliquent une pression a�ne :

p(0) = δp ⇒ b = δp

p(L) = 0

}

⇒ aL+ δp = 0 ⇒ p = δp

(

1−

x

L

)

.

Les onditions aux limites de vitesse onduisent à une vitesse parabolique :

vx(h) = 0 ⇒ −δph
2

2µL
+ ch = 0 ⇒ vx =

δp

2µL
z(h − z).

La vitesse moyenne vmoy suivant la vertiale est

vmoy =
δp

2µhL

∫ h

0
z(h− z)dz =

δph2

12µL
.

La vitesse maximale vmax est atteinte lorsque la dérivée de la vitesse s'annule :

∂vx
∂z

= 0 ⇒ z =
h

2
⇒ vmax =

δph2

8µL
.

4.1.4.3 Eoulement de Couette et de Poiseuille

La vitesse est nulle sur le plan inférieur et onstante sur le plan supérieur. Une pression

p0 + δp est imposée en x = 0 alors qu'une pression onstante p0 est imposée en x = L.

h

v0

Plan �xe

Plan mobile

p0 + δp p0

×
O

ex

ez

(L, 0)
×

Figure 4.6 � Eoulement de Couette et de Poiseuille entre deux plans horizontaux.
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Les onditions aux limites de pression impliquent une pression a�ne :

p(0) = p0 + δp ⇒ b = p0 + δp

p(L) = p0

}

⇒ aL+ δp = 0 ⇒ p = p0 + δp

(

1−

x

L

)

.

Les onditions aux limites de vitesse onduisent à une vitesse quadratique :

vx(h) = v0 ⇒ −δph
2

2µL
+ ch = v0 ⇒ vx = v0

z

h
+

δp

2µL
z(h − z).

Ce hamp de pression (resp. vitesse) est la somme du hamp de pression (resp. vitesse) de

l'éoulement de Couette et du hamp de pression de l'éoulement de Poiseuille. Cela vient de la

linéarité de la loi de omportement qui permet la superposition des solutions.

Pour illustrer es di�érents types d'éoulement, les pro�ls de vitesse obtenus pour h = 60cm,

L = 5m et µ = 10−3m2 ·s−1
sont traés sur la �gure 4.7 en faisant varier les deux termes moteurs

qui sont la vitesse et la pression. Le domaine représenté sur es images est [−0.1, 0.3] × [0, 0.6]
et les quatre on�gurations sont

• Couette : v0 = 1m · s−1
et δp = 0,

• Poiseuille : v0 = 0 et δp = 0.1Pa,

• Couette + Poiseuille : v0 = 1m · s−1
et δp = 0.1Pa,

• Couette − Poiseuille : v0 = 1m · s−1
et δp = −0.1Pa.

Couette Poiseuille Couette + Poiseuille Couette − Poiseuille

Figure 4.7 � Champ de vitesse suivant le type d'éoulement.

4.1.5 Loi de Poiseuille

Cette loi relie la hute de pression δp au débit Q d'un éoulement

δp = RhQ

où le oe�ient de proportionnalité Rh [Pa ·m−3 · s] s'appelle la résistane hydraulique. Dans

le as d'une onduite irulaire de rayon R et de longueur L, la vitesse moyenne permet de

déterminer ette résistane,

v =
δpR2

8µL
⇒ Q =

δpπR4

8µL
⇒ Rh =

8µL

πR4
.

De même, dans le as d'un éoulement de largeur b entre deux plans horizontaux de longueur L
et séparés d'une distane h, nous avons

v =
δph2

12µL
⇒ Q =

δph3b

12µL
⇒ Rh =

12µL

h3b
.
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Les assoiations des résistanes hydrauliques obéissent aux mêmes règles que les résistanes

életriques ou thermiques. Les résistanes en série s'ajoutent puisque le débit est onservé

δp1 = Rh,1Q1

δp2 = Rh,2Q2

Q1 = Q2 = Q







⇒ δp1 + δp2 = (Rh,1 +Rh,2)Q ⇒ Rs
h,1+2 = Rh,1 +Rh,2

Les inverses des résistanes en parallèles s'ajoutent puisque la di�érene de pression est identique

δp1 = Rh,1Q1

δp2 = Rh,2Q2

δp1 = δp2 = δp







⇒ Q1 +Q2 =

(
1

Rh,1
+

1

Rh,2

)

δp ⇒ Rp
h,1+2 =

Rh,1Rh,2

Rh,1 +Rh,2

4.2 Théorème de Bernoulli généralisé

4.2.1 Enoné

Le théorème de Bernoulli exprime la onservation de l'énergie en supposant qu'il y a auune

perte d'énergie. En réalité, ette hypothèse n'est jamais véri�ée totalement puisque le frottement

du �uide sur une paroi entraine une diminution de l'énergie. Dans les iruits hydrauliques, les

mahines apportent ou absorbent également de l'énergie. :

Théorème de Bernoulli généralisé. Entre deux points A et B d'un iruit hydraulique

dans lequel le �uide va de A vers B, on a

HA = HB +ΣHl +ΣHs +ΣHabs
m − ΣHapp

m , (4.6)

où ΣHl et ΣHs sont respetivement l'ensemble des pertes de harge linéaires et des pertes

de harge singulières, ΣHabs
m et ΣHapp

m sont respetivement l'ensemble des harges dûes aux

mahines absorbant et apportant de la harge.

Démonstration. Considérons un éoulement de �uide dans un iruit hydraulique sans mahine

d'un point A vers un point B. Le niveau énergétique déroît lorsque l'on suit une trajetoire de

sorte que nous avons

HA = HB +ΣHAB,

où ΣHAB est l'ensemble des pertes de harge entre les points A et B qui sont de deux natures :

linéaires ou singulières. Les pertes linéaires ΣHl proviennent du frottement du �uide sur les parois

ainsi que du frottement interne alors que les pertes singulières ΣHs sont dûes aux singularités

renontrées dans le iruit hydraulique (omme les oudes, élargissements et rétréissements).

Considérons maintenant un éoulement de �uide dans un iruit hydraulique ave mahine et

sans perte de harge d'un point A vers un point B. Nous avons alors

HA = HB +ΣHabs
m − ΣHapp

m .

En e�et, les mahines hydrauliques sont de deux types. Les mahines absorbant de la harge

hydraulique ΣHabs
m génèrent de l'énergie méanique ou életrique. Ces mahines, omme les

turbines, onsomment de la harge et ette diminution est similaire à elle observée lors d'une

singularité. Les mahines apportant de la harge hydraulique ΣHapp
m onsomment de l'énergie

méanique ou életrique. Ces mahines, omme les pompes, fournissent de la harge et 'est le

seul as où l'on peut abserver une augmentation de harge dans un éoulement.

La prise en ompte des pertes de harge et des mahines onduit �nalement à l'équation (4.6).
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4.2.2 Perte de harge linéaire

La perte de harge linéaireHl d'un éoulement ayant une vitesse v dans une onduite irulaire
de diamètre D et de longueur L est dé�nie par

Hl
def
= λ

L

D

v2

2g

où λ est un oe�ient sans dimension appelé oe�ient de perte de harge linéaire qui dépend du

régime d'éoulement et de la nature de la paroi de la onduite (rugosité). C'est assez intuitif que la

perte de harge linéaire soit proportionnelle au terme inétique de la harge hydraulique H puis-

qu'un éoulement isobare dans un plan horizontal présente aussi des pertes d'énergie. De même,

il est naturel que e oe�ient soit proportionnel à la longueur et inversement proportionnel au

diamètre de la onduite. Nous donnons maintenant l'expression du oe�ient de perte de harge

linéaire suivant le régime d'éoulement.

4.2.2.1 Régime laminaire

La vitesse moyenne dans une onduite irulaire de rayon R (de diamètre D) et de longueur L
soumise à une di�érene de pression δp en entrée est

v =
δpR2

8µL
⇒ δp =

8µLv

R2
⇒ δH =

8µLv

ρgR2
=

32νLv

gD2
.

Par identi�ation ave l'expression générale de la perte de harge linéaire, nous obtenons la

formule de Poiseuille qui exprime le oe�ient de perte de harge en régime laminaire en fontion

du nombre de Reynolds de l'éoulement :

λ
L

D

v2

2g
=

32νLv

gD2
⇒ λ

v

2
=

32ν

D
⇒ λ =

64

Re
.

4.2.2.2 Répartition de vitesse dans une onduite lisse

A�n d'exprimer le oe�ient de perte de harge dans les di�érents régimes turbulents, nous

étudions la répartion de vitesse dans une onduite irulaire de rayon R, de setion S et de

longueur L.

R

→ τp

r→ τ

p1 p2
O x

S

L

axe de la

onduite

Figure 4.8 � Eoulement dans une onduite irulaire.

L'équilibre des fores sur la portion de ylindre de rayon R et de longueur L s'érit

Sp1 − Sp2 + 2πRLτp = 0 ⇒ τp =
R

2L
(p2 − p1), (4.7)
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où τp désigne la ontrainte à la paroi qui s'appelle la ontrainte pariétale. De même, l'équilibre

des fores sur le ylindre intérieur de rayon r est

τ =
r

2L
(p2 − p1)

(4.7)⇒ τ =
r

R
τp. (4.8)

La ontrainte varie don linéairement depuis l'axe de la onduite où elle est nulle jusqu'à la paroi.

La vitesse de frottement v∗ est dé�nie en fontion de la ontrainte pariétale,

v∗
def
=

√
τp
ρ
. (4.9)

En notant δp = p2 − p1, l'équation (4.7) donne

δp = 4τp
L

D
⇒ δH = 4

τp
ρ

L

gD

(4.9)
= 4

v2∗L

gD
,

où D = 2R désigne le diamètre de la onduite. Par identi�ation ave l'expression générale de la

perte de harge linéaire, nous avons

λ
L

D

v2

2g
= 4

v2∗L

gD
⇒ v∗ = v

√

λ

8
. (4.10)

Cette relation entre la vitesse de frottement, la vitesse moyenne et le oe�ient de perte de

harge est valable pour toutes les formes de onduite et tous les régimes d'éoulement.

4.2.2.3 Régime turbulent lisse

Dans le as d'un éoulement turbulent

2

lisse, la vitesse dans une onduite irulaire est

donnée par la loi logarithmique suivante

v

v∗
= 5.75 log

(
Rv∗
ν

)

+ 1.75. (4.11)

L'équation (4.10) donne

Rv∗
ν

=
Dv

2ν

√

λ

8
=
Re

2

√

λ

8
,

de sorte que l'équation (4.11) peut se réérire

√

8

λ
= 5.75 log

(
Re

2

√

λ

8

)

+ 1.75 ⇒ 1√
λ
= 2.03 log(Re

√
λ)− 0.91.

A ette relation, on préfère la formule de Prandtl�Von Karman (physiien allemand, 1875�1953

et physiien hongrois, 1881�1963) qui véri�e mieux les résultats expérimentaux :

1√
λ
= 2 log(Re

√
λ)− 0.8 ⇔ 1√

λ
= −2 log

(
2.51

Re

√
λ

)

. (4.12)

2. Nous renvoyons au hapitre suivant onernant les éoulements turbulents notamment la démonstration

permettant d'obtenir la loi logarithmique dans un éoulement turbulent entre deux plans horizontaux.
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4.2.2.4 Régime turbulent rugueux

Dans le as d'un éoulement turbulent rugueux, le oe�ient de perte de harge est relié à

la rugosité relative ǫ/D par la formule suivante

1√
λ
= 2 log

(
D

ǫ

)

+ 1.14 ⇔ 1√
λ
= −2 log

( ǫ

3.7D

)

. (4.13)

La grandeur ǫ [mm] désigne la rugosité qui est la hauteur des aspérités des parois de la onduite.

4.2.2.5 Régime turbulent mixte

Dans e régime, le oe�ient de perte de harge dépend du nombre de Reynolds et de la

rugosité relative. Plusieurs formules sont proposées pour e type de régime. Moody (hydrauliien

amériain, 1880�1953) et Colebrook (physiien anglais, 1883-1967) proposent respetivement les

formules suivantes

1√
λ
=

Re

260

ǫ

D
et

1√
λ
= −2 log

(
2.51

Re

√
λ
+

ǫ

3.7D

)

C'est ave ette dernière formule, rassemblant les équations (4.12) et (4.13), que sont traées les
di�érentes ourbes du diagramme de Moody représenté i-après et qui permet de déterminer le

oe�ient de perte de harge linéaire.

4.2.2.6 Réapitulatif onernant les pertes de harge linéaires

Les pertes de harge dans les éoulements proviennent de la visosité du �uide et de la

turbulene. Le nombre de Reynolds renseigne sur l'importane relative de es deux auses et

l'ation des parois sur l'éoulement se manifeste par la hauteur ǫ des rugosités :
� si Re < 2000, l'éoulement est laminaire et les pertes de harge sont dûes à la visosité,

� si Re > 4000 et que la rugosité de la onduite est faible, une ouhe laminaire se développe
le long des parois et la perte de harge est dûe à la visosité et à la turbulene. Il s'agit

du régime turbulent lisse dans lequel λ dépend uniquement du nombre de Reynolds,

� si Re > 4000 et que la rugosité de la onduite est su�samment grande pour détruire la

ouhe laminaire, la visosité n'intervient plus. Il s'agit du régime turbulent rugueux dans

lequel λ dépend uniquement de la rugosité relative.

Le passage d'un régime turbulent à un autre se fait progressivement dans des zones de transition.

4.2.2.7 Exemple de alul du oe�ient de perte de harge

On onsidère un éoulement d'eau (ν = 10−6m2 · s−1
) ayant un débit Q = 400L · s−1

dans

une onduite de diamètre D = 40cm ave une rugosité ǫ = 1mm. Le nombre de Reynolds et la

rugosité relative sont

V D

ν
=

4Q

πDν
= 1.28 106 et

ǫ

D
= 2.5 10−3.

L'éoulement étant turbulent, le diagramme de Moody donne λ = 0.025.
On onsidère un éoulement de pétrole (ν = 3 10−4m2 · s−1

) ayant un débit Q = 80L · s−1

dans une onduite de diamètre D = 20cm ave une rugosité ǫ = 0.1mm. Le nombre de Reynolds

et la rugosité relative sont

Re =
4Q

πDν
= 1700 et

ǫ

D
= 5 10−4.

L'éoulement étant laminaire, la formule de Poiseuille donne diretement λ = 0.038.
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4.2.2.8 Diagramme de Moody
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4.2.3 Perte de harge singulière

La perte de harge singulière Hs est dé�nie par

Hs
def
= k

v2

2g

où k est un oe�ient sans dimension appelé oe�ient de perte de harge singulière.

4.2.3.1 Perte de harge dans un élargissement brusque

Soit une onduite de setion SA qui devient brutalement de setion SB omme représentée sur

la �gure 4.9. Les pertes de harge linéaires sont onsidérées négligeables devant la perte singulière

provoquée par le divergent. L'éoulement est permanent et la pression au niveau du hangement

de setion est supposée égale à la pression d'entrée.

vA→
vB→

SA

S

SB

Figure 4.9 � Divergent.

La perte de harge étant essentiellement singulière, le théorème de Bernoulli appliqué au

niveau des setions d'entrée et de sortie est

HA = HB +Hs ⇒ Hs = HA −HB =
pA − pB
ρg

+
v2A − v2B

2g
. (4.14)

Par ailleurs, la onservation de la masse s'érit

Q = SAvA = SBvB (4.15)

Nous supposons que les fores extérieures qui s'appliquent sur le �uide sont les fores de pression.

La pression de la setion S = SB−SA étant égale à la pression de la setion d'entrée, le théorème

d'Euler s'érit

pASA − pBSB + pAS = ρQ(vB − vA)
(4.15)⇒ pA − pB = ρ(v2B − vAvB). (4.16)

En introduisant (4.16) dans (4.14), nous obtenons

Hs =
(v2B − vAvB)

g
+

(v2A − v2B)
2g

=
1

2g

(
vA − vB

)2 (4.15)
=

v2A
2g

(

1− SA
SB

)2

.

Par identi�ation ave l'expression générale d'une perte de harge singulière, nous obtenons le

oe�ient de perte de harge dans un divergent brutal suivant les setions d'entrée et de sortie,

kdiv =

(

1− SA
SB

)2

.

Notons qu'en l'absene de variation de setion, e oe�ient s'annule e qui traduit qu'il n'y a

auune perte de harge. Au ontraire, si la setion de sortie est fortement supérieure à la setion

d'entrée, e oe�ient tend vers 1 e qui orrespond à la perte de harge maximale qui est égale

au terme inétique de la harge.
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4.2.3.2 Autres pertes de harge

Il est déliat de donner une liste exhaustive du ÷�ient de perte de harge k puisque e

÷�ient dépend de la nature de la singularité (di�useur, raord, oude, té, vanne, lapets, ...),

de ses propriétés géométriques (setion, angle) ainsi que de la vitesse de l'éoulement.

4.2.4 Appliations

Le théorème de Bernoulli généralisé permet le dimensionnement des iruits hydrauliques.

Lorsque les pertes de harge (linéaires et singulières) sont déterminées dans les di�érentes parties

du iruit, il est intéressant de traer le diagramme de harge qui est un graphique représentant

la harge hydraulique en fontion de l'abisse urviligne en suivant l'éoulement. Nous allons

illustrer ette notion en onsidérant par exemple un iruit ontenant une pompe p, une turbine T

et quatre oudes. Trois onduites di�érentes, ayant respetivement un oe�ient de pertes de

harge linéaire λ1, λ2 et λ3, sont utilisés omme le représente la �gure (4.10). Le oe�ient de

perte de harge de la turbine est k1, elui des oudes est noté k2 et elui provoqué par le divergent
situé au point B est k3.

p

T

ABC

D E F G

HI

λ1k3k2

λ2

k2

k2

k2
k1

λ3

←
sens de l'éoulement

Figure 4.10 � Exemple de iruit hydraulique.

Comme attendu, nous remarquons sur le diagramme de harge du iruit représenté i-dessous

que les pertes de harge linéaires entrainent des diminutions progressives de la harge alors que

les pertes de harge singulières provoquent des diminutions brutales. Par ailleurs, la pompe est

le seule mahine apable d'apporter de la harge dans le iruit.

H

A B C D EF G H IA

| | | | | | | |

Figure 4.11 � Diagramme de harge du iruit.
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4.3 Couhe limite

4.3.1 Présentation

Nous onsidérons un éoulement bidimensionnel plan au niveau d'une paroi plane située

dans le plan perpendiulaire à l'éoulement (plan Oxy) omme le montre la �gure 4.12. Cette

paroi est de longueur L et l'éoulement est unidiretionnel (sens des x positifs) avant la paroi,

permanent et soumis uniquement à la pesanteur. L'hypothèse des �uides parfaits onsidère que

les ontraintes se limitent à la pression en supprimant les ontraintes visqueuses. En réalité, les

e�ets visqueux d'un �uide ne sont pas négligeables dans toutes les situations. En partiulier, la

visosité du �uide impose toujours que la vitesse de l'éoulement soit nulle au niveau d'une paroi

solide e qui est en ontradition ave l'hypothèse de glissement utilisée pour les éoulements de

�uide parfait. Ces deux situations sont oniliables puisqu'il existe une ouhe limite prohe de

la paroi dans laquelle les e�ets visqueux sont importants et en dehors de laquelle es e�ets sont

négligeables

3

.

δ

L

Fluide réel

Fluide parfait

paroi

v→
v∞

O ex

ez

Figure 4.12 � Couhe limite laminaire au niveau d'une paroi plane.

L'épaisseur de la ouhe limite est notée δ et nous supposons que ette épaisseur est faible

devant la longueur de la paroi : L≫ δ. La vitesse en dehors de la ouhe limite est notée v et la

vitesse non pertubée par la ouhe limite est notée v∞ : limz→∞ v(x, z) = v∞(x).

4.3.2 Equations de Prandtl

Dans le as d'un éoulement plan soumis à la pesanteur, les deux omposantes de l'équation

de NS s'érivent







vx
∂vx
∂x

+ vz
∂vx
∂z

+
1

ρ

∂ps
∂x

= ν

(
∂2vx
∂x2

+
∂2vx
∂z2

)

,

vx
∂vz
∂x

+ vz
∂vz
∂z

+
1

ρ

∂ps
∂z

= ν

(
∂2vz
∂x2

+
∂2vz
∂z2

)

,

où ps
def
= p+ ρgz est la pression statique (voir page 43). L'inompressibilité du �uide donne

∂vx
∂x

+
∂vz
∂z

= 0 ⇒
∣
∣
∣
∣

vx

L

∣
∣
∣
∣
≃
∣
∣
∣
∣

vz

δ

∣
∣
∣
∣
,

3. L'éoulement peut se aluler dans ette zone par les équations d'Euler ou par la théorie du potentiel.
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e qui implique que la vitesse vertiale est faible devant la vitesse horizontale. Cette relation

permet une estimation des termes advetifs et visqueux de l'équation de NS :

vx
∂vx
∂x

︸ ︷︷ ︸

v
2
x

L

+ vz
∂vx
∂z

︸ ︷︷ ︸

v
2
x

L

+
1

ρ

∂ps
∂x

= ν
∂2vx
∂x2

︸ ︷︷ ︸

ν
vxl

L2

+ ν
∂2vx
∂z2

︸ ︷︷ ︸

ν
vxl

δ2

, (4.18)

vx
∂vz
∂x

︸ ︷︷ ︸

v
2
xδ

L2

+ vz
∂vz
∂z

︸ ︷︷ ︸

v
2
xδ

L2

+
1

ρ

∂ps
∂z

= ν
∂2vz
∂x2

︸ ︷︷ ︸

ν
vxδ

L3

+ ν
∂2vz
∂z2

︸ ︷︷ ︸

ν
vxl

δL

. (4.19)

Compte-tenu de es estimations et omme L≫ δ, les deux termes advetifs (resp. visqueux) de

l'équation (4.19) sont négligeables puisque leurs ordres de grandeur di�èrent du fateur δ/L par

rapport aux termes advetifs (resp. visqueux) de l'équation (4.18). Le premier terme du membre

de droite de l'équation (4.18) est également négligeable devant le seond terme du membre de

droite de ette même équation. Les équations qui régissent l'éoulement dans la ouhe limite

laminaire s'appellent les équations de Prandtl (physiien allemand, 1875�1953) et s'érivent







vx
∂vx
∂x

+ vz
∂vx
∂z

+
1

ρ

∂ps
∂x

= ν
∂2vx
∂z2

,

1

ρ

∂ps
∂z

= 0,

∂vx
∂x

+
∂vz
∂z

= 0.

Les onditions d'imperméabilité et d'adhérene à la paroi impose les vitesses normale et tangen-

tielle nulles :

vx(·, 0) = vz(·, 0) = 0.

Les onditions de raord ave l'éoulement extérieur imposent la ontinuité de la vitesse et de

la pression :

lim
z→∞

vx(x, z) = v∞(x) et lim
z→∞

ps(x, z) = p∞(x),

où p∞ est la pression non perturbée par la ouhe limite.

Nous terminons par préiser que l'ordre de grandeur des termes d'inertie et de visosité permet

d'avoir une estimation de l'épaisseur de la ouhe limite en fontion du nombre de Reynolds de

l'éoulement

v
2
x

L
≃ ν vx

δ2
⇒ δ2 ≃ ν L

vx
⇒ δ ≃ L√

Re

4.3.3 Equation de Blasius

Nous supposons que la pression statique est une onstante onnue dans l'éoulement de sorte

que les équations de Prandtl se simpli�ent omme suit







vx
∂vx
∂x

+ vz
∂vx
∂z

= ν
∂2vx
∂z2

, (4.21a)

∂vx
∂x

+
∂vz
∂z

= 0. (4.21b)
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Nous herhons une solution autosimilaire, 'est-à-dire telle que les pro�ls de vitesse sont iden-

tiques à toutes les abisses, en introduisant la oordonnées spatiale sans dimension ζ :

ζ
def
=

z

δ(x)
= z

√
vx

νx
ar δ(x)

def
=

√
νx

vx
.

Nous herhons la fontion f(ζ) véri�ant

vx
def
= vxf(ζ).

Nous alulons suessivement les trois termes de l'équation (4.21a). D'après la dé�nition de la

variable ζ, nous avons

∂ζ

∂x
= − z

2x

√
vx

νx
= − ζ

2x
et

∂ζ

∂z
=

√
vx

νx
.

D'après la dé�nition de la fontion vx, nous avons

∂vx
∂x

= vx
∂ζ

∂x
f ′(ζ) = −vxζ

2x
f ′(ζ) et

∂vx
∂z

= vx
∂ζ

∂z
f ′(ζ) = vx

√
vx

νx
f ′(ζ).

Le premier terme d'advetion est

vx
∂vx
∂x

= −v
2
xζ

2x
f(ζ)f ′(ζ), (4.22)

et le terme de di�usion est

ν
∂2vx
∂z2

=
v
2
x

x
f ′′(ζ). (4.23)

Nous utilisons l'inompressibilité du �uide pour aluler la omposante vz de la vitesse :

∂vz
∂z

=
∂vz
∂ζ

∂ζ

∂z
=
∂vz
∂ζ

√
vx

νx

(4.21b)
= −∂vx

∂x
=

vxζ

2x
f ′(ζ) ⇒ ∂vz

∂ζ
=

√
νx

vx

vxζ

2x
f ′(ζ) =

1

2

√
vxν

x
ζf ′(ζ).

Une intégration par parties, en tenant ompte de la ondition vz(z = 0) = 0, donne

vz =
1

2

√
vxν

x

(

ζf(ζ)−
∫ ζ

0
f(ξ)dξ

)

.

Ainsi, le seond terme d'advetion est

vz
∂vx
∂z

=
v
2
x

2x
f ′(ζ)

(

ζf(ζ)−
∫ ζ

0
f(ξ)dξ

)

. (4.24)

En substituant les trois égalités (4.22), (4.23) et (4.24) dans l'équation (4.21a), nous obtenons

l'équation de Blasius :

f ′′(ζ) +
1

2
f ′(ζ)

∫ ζ

0
f(ξ)dξ = 0.

Nous pouvons noter la disparition expliite des oordonnées x et z dans ette équation puisqu'elles
apparaissent seulement via ζ. La ondition d'adhérene devient

f(0) = 0 ar z = 0 ⇒ ζ = 0 et vx = 0 ⇒ f = 0,

et la ondition de raord ave l'éoulement extérieur devient

lim
ζ→∞

f(ζ) = 1 ar z →∞ ⇒ ζ →∞ et vx = v∞ ⇒ f = 1.
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La solution de l'équation de Blasius obtenue numériquement est représentée sur la �gure 4.13.

Le pro�l de vitesse est très prohe d'une droite lorsque ζ est inférieur à 2 et devient onstant

lorsque ζ est supérieur à 5.

PSfrag replaements
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vx

v∞

ζ

Figure 4.13 � Pro�l de vitesse dans la ouhe limite sur une plaque plane.

4.4 Similitude

4.4.1 Equation de Navier�Stokes adimensionnalisée

Théorème 17. L'équation de Navier�Stokes assoiée à des variables sans dimensions s'érit

St
∂v∗

∂t∗
+ v∗ · ∇∗v∗ + Eu∇∗p∗ =

1

F 2
r

F ∗ +
1

Re
∆∗v∗,

où St, Eu, Fr et Re désignent les nombres de Strouhal, d'Euler, de Reynolds et de Froude

dé�nis par

St
def
=

L

V T
, Eu

def
=

P

ρV 2
, Fr

def
=

V√
gL

et Re
def
=

V L

ν
.

Démonstration. Pour obtenir l'équation de NS adimensionnalisée, nous assoions aux grandeurs

physiques (x, y, z, t, v, p, F ) les grandeurs sans dimension (x∗, y∗, z∗, t∗, v∗, p∗, F ∗) dé�nies par

x
def
= Lx∗, y

def
= Ly∗, z

def
= Lz∗, t

def
= T t∗, v

def
= V v∗, p

def
= Pp∗ et F

def
= gF ∗,

où les quantités L, T , V et P sont respetivement une longueur, un temps, une vitesse et une

pression aratéristique de l'éoulement. Nous dé�nissons également les opérateurs gradient ∇∗

et laplaien ∆∗
assoiés aux oordonnées (x∗, y∗, z∗). L'introdution des variables sans dimension

dans l'équation de NS donne

V

T

∂v∗

∂t∗
+
V 2

L
v∗ · ∇∗v∗ +

P

ρL
∇∗p∗ = gF ∗ +

νV

L2
∆∗v∗.

En multipliant par L/V 2
, nous obtenons l'équation souhaitée.

Le nombre de Strouhal St est le rapport entre le temps d'advetion (L/V ) et le temps d'insta-
tionnarité (T ). Le nombre d'Euler Eu est la moitié du rapport entre les énergies volumiques de

pression (P ) et inétique (ρV 2/2). Le nombre de Froude Fr est la raine arrée du rapport entre

la fore d'inertie (V 2/L) et la pesanteur (g). Le nombre de Reynolds Re est le rapport entre la

fore d'inertie (V 2/L) et la fore visqueuse (νV/L2
).
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4.4.2 Théorème de Vashy�Bukingham

L'analyse dimensionnelle repose sur le théorème de Vashy�Bukingham (physiien français,

1857�1899 et physiien amériain, 1867�1940) dont voii l'énoné :

Théorème de Vashy�Bukingham. Toute relation entre n paramètres faisant intervenir

p unités indépendantes peut se mettre sous la forme d'une relation entre (n − p) paramètres

sans dimension.

Démonstration. Nous proédons par réurrene.

• Etape 1 : véri�ation sur deux exemples.

� La relation qui relie la surfae S d'un arré à la mesure c de son �té omprend deux

paramètres (surfae, �té) faisant intervenir la même unité (m). Il y a un seul paramètre sans

dimension (égal à 1) faisant intervenir es deux paramètres qui est S/c2.

� Dans le as de l'équation de Navier�Stokes, il y a 7 paramètres (longueur, temps, vitesse,

pression, masse volumique, visosité dynamique et aélération de la pesanteur) faisant intervenir

3 unités (kg,m, s), e qui donne 4 relations sans dimension : nombres de Strouhal, d'Euler, de

Froude et de Reynolds.

• Etape 2 : hérédité.

Nous supposons le théorème véri�é pour n paramètres exprimés dans p unités indépendantes et
ajoutons un n+ unième paramètre. Deux as peuvent se présenter :

� le n+ unième paramètre s'exprime à partir des p unités des n premiers paramètres. Il est

alors possible de former un nouveau nombre adimensionnel ave le n+ unième paramètre et un
groupement des n premiers paramètres. Le théorème est don véri�é ave (n + 1) paramètres,
p unités et (n− p+ 1) nombres adimensionnels.

� le n+ unième paramètre s'exprime ave une nouvelle unité. Il est alors impossible d'érire
une relation homogène ave les n+ 1 paramètres, dont seul le dernier ontient l'une des unités.

Il faut don introduire un n+ deuxième paramètre qui s'exprime suivant la nouvelle unité pour
former un nouveau nombre adimensionnel ave le n + unième et le n + deuxième paramètre.

Le théorème est don véri�é ave (n + 2) paramètres, (p + 1) unités et (n − p + 1) nombres

adimensionnels.

4.4.3 Appliations

L'analyse dimensionnelle est à la base des études expérimentales utilisant les modèles réduits

qui peuvent être utilisés pour une large gamme de problèmes omme les éoulements en rivière,

les e�orts exerés par la houle sur les strutures �tières ou o�shore, l'étude du vent dans un

quartier d'habitation, les solliitations aérodynamiques d'un pont à haubans, la dispersion de

polluants dans l'air ou dans l'eau, les mahines hydrauliques et les études de arènes.

Dans l'étude d'un phénomène sur maquette à éhelle réduite, il faut déterminer les onditions

de similitude, 'est-à-dire les règles de transposition qui permettent d'interpréter quantitative-

ment les mesures e�etuées sur la maquette pour trouver les valeurs des grandeurs aratéristiques

du phénomène réel. Deux systèmes sont en similitude omplète lorsque tous les nombres sans di-

mension ont la même valeur pour les deux systèmes. En général, il est impossible de réaliser

toutes les onditions de similitudes. On hoisit alors d'imposer les égalités pour les grandeurs

jugées importantes : il s'agit de similitude restreinte.
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Chapitre 5

Eoulements turbulents

Les éoulements turbulents sont renontrés dans la plupart des disiplines faisant appel à la

méanique des �uides. Ces éoulements possèdent une dynamique omplexe et les ritères per-

mettant de dé�nir de tels éoulements sont variés ar il n'existe pas de dé�nition de la turbulene.

L'objetif de e hapitre est de donner quelques éléments sur la turbulene et plusieurs aspets

relatifs à e phénomène ne sont pas abordés.

Ce hapitre ontient deux parties. La première partie ontient des notions générales : l'expé-

riene de Reynolds, la aratérisation de la turbulene et les approhes de modélisation possibles

sont présentées de façon suinte. La seonde partie onerne la modélisation statistique qui est

une approhe possible reposant sur l'équation de Reynolds. Deux modèles de fermeture sont

indiqués et l'éoulement de Poiseuille entre deux plans horizontaux est présenté.

5.1 Notions générales sur la turbulene

5.1.1 Expériene de Reynolds

Reynolds réalisa en 1883 des expérienes sur les di�érents régimes d'éoulement dans une

onduite retiligne en faisant varier le débit de l'eoulement, le diamètre de la onduite ainsi que

le type de �uide.

Figure 5.1 � Dispositif des expérienes de Reynolds.
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Les résultats de es expérienes ont montré qu'il y avait deux régimes d'éoulement. Le régime

est laminaire quand les variations spatiales et temporelles de la vitesse et de la pression sont

faibles et le régime est turbulent quand es variations sont fortes. Ces régimes dépendent de la

vitesse V de l'éoulement, de la masse volumique ρ et de la visosité dynamique µ du �uide et

du diamètre D de la onduite. Ils se distinguent suivant la valeur du nombre de Reynolds

Re =
V Dρ

µ
,

et la lassi�ation est

� Re < 2000 orrespond au as laminaire,

� 2000 < Re < 4000 orrespond au as transitoire,

� Re > 4000 orrespond au as turbulent.

Di�érents régimes sont représentés i-dessous

1

.

Régime laminaire

Régime transitoire

Régime turbulent

Figure 5.2 � Di�érents régimes d'éoulement suivant le nombre de Reynolds.

1. Ces images proviennent du site de l'université de Nany :

http ://www.a-nany-metz.fr/enseign/Physique/Tp-phys/Term/Reynolds/Reynolds3.htm
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5.1.2 Caratérisation de la turbulene

Comme le montre les expérienes de Reynolds, la manifestation la plus visible d'un éoule-

ment turbulent est le aratère instationnaire et non uniforme du hamp de vitesse. Il en est de

même du hamp de pression qui est très irrégulier dans le temps et l'espae. Plus préisément,

des strutures tourbillonnaires tridimensionnelles apparaissent de façon aléatoire dans un éoule-

ment turbulent e qui se traduit par un hamp de vitesse rotationnel. Plusieurs éhelles spatiales

oexistent puisque es tourbillons ont des tailles variables et une propriété lassiquement renon-

trée dans les éoulements turbulents est la asade d'énergie : la division des grands tourbillons

en tourbillons plus petits permet un transfert d'énergie des grandes éhelles vers les petites.

Ce transfert d'énergie peut également s'e�etuer des petites strutures tourbillonnaires vers les

plus grandes. Une autre aratérisation de la turbulene est la forte sensibilité aux onditions

initiales e qui la rend di�ilement prévisible puisqu'une faible variation des données initiales de

l'éoulement peut provoquer des modi�ations importantes et onduire à des états totalement

di�érents. En�n, la turbulene est un phénomène di�usant fortement toute quantité transportée

et dissipant fortement l'énergie inétique et la haleur.

5.1.3 Approhes possibles

La turbulene peut être étudiée selon les approhes suivantes :

� La simulation statistique déompose les hamps de vitesse et de pression en valeurs

moyennes et en �utuations. Présenté à la setion suivante, e type d'approhe repose

sur l'équation de Reynolds ainsi que sur un modèle de fermeture (à zéro, une ou deux

équations) dérivant la turbulene.

� La simulation numérique direte (Diret Numerial Simulation) est basée sur la ré-

solution de l'équation de NS pour représenter les phénomènes observés. La résolution

numérique à des éhelles spatiales et temporelles adaptées permet d'avoir les informations

loales néessaires à la détermination des hamps moyens.

� La simulation des grandes éhelles (Large Eddy Simulation) est une approhe in-

termédiaire entre les deux approhes préédentes puisqu'elle sépare les grandes éhelles

simulées diretement et les petites éhelles représentées par des modèles dit de sous-maille.

5.2 Modélisation statistique

5.2.1 Déomposition de Reynolds

Dans l'approhe statistique des éoulements turbulents, la déomposition de Reynolds sépare

le hamp de vitesse v (et le hamp de pression) en un hamp moyen noté v ou 〈v〉 et un hamp

�utuant noté v′ :

v(x, t) = 〈v(x, t)〉 + v′(x, t).

Les moyennes possibles sont la moyenne temporelle 〈〉t et la moyenne statistique 〈〉s,

〈v(x, t)〉t
def
=

1

∆t

∫ t+∆t

t
v(x, t)dt = v(x),

〈v(x, t)〉s
def
= lim

n→∞

1

n

n∑

i=1

vi(x, t) = v(x, t),

où vi(x, t) désigne la ième réalisation au point x et au temps t.
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Les deux opérateurs de moyenne véri�ent les propriétés suivantes :

� linéarité : 〈av + u〉 = a 〈v〉+ 〈u〉,

� idempotene : 〈〈v〉〉 = 〈v〉,

� dérivation ommutative (s = x, y, z ou t) :

〈
∂v

∂s

〉

=
∂ 〈v〉
∂s

.

L'idempotene implique que la valeur moyenne de la �utuation est nulle : 〈v′〉 = 0.

5.2.2 Equation de Reynolds

Théorème 18. La déomposition de Reynolds des hamps de vitesse et de pression donne

l'équation

∂v

∂t
+ v · ∇v + 1

ρ
∇p = F + ν∆v − div(v′ ⊗ v′). (5.1)

Démonstration. En utilisant la relation div(v ⊗ v) = v · ∇v + vdiv(v) dans le as d'un �uide

inompressible, l'équation de NS se réérit

∂v

∂t
+ div(v ⊗ v) + 1

ρ
∇p = F + ν∆v.

En déomposant la vitesse et la pression, nous aboutissons à

∂(v + v′)

∂t
+div(v⊗v)+div(v⊗v′)+div(v′⊗v)+div(v′⊗v′)+ 1

ρ
∇(p+p′) = F+ν∆(v+v′) (5.2)

En appliquant l'opérateur 〈〉s à (5.2) et ompte-tenu des propriétés de et opérateur, nous avons

∂v

∂t
+ div(v ⊗ v) + 1

ρ
∇p = F + ν∆v − div(v′ ⊗ v′),

ar 〈div(v ⊗ v′)〉 = div(〈v ⊗ v′〉) = div(v ⊗ 〈v′〉) = 0. La relation div(v ⊗ v) = v · ∇v + vdiv(v)
permet de onlure.

Nous reonnaissons dans (5.1) l'équation de NS portant sur la vitesse et la pression moyennes

ave un terme supplémentaire égal à l'opposée de la divergene du tenseur de Reynolds dé�ni

par

R
def
= v′ ⊗ v′.

Ce tenseur traduit les e�ets de la turbulene dans l'éoulement. L'équation (5.1) est ommuné-

ment appelée URANS equation pour Unstationnary Reynolds-Average Navier�Stokes equation.

L'énergie turbulente k [J ·kg−1] est dé�nie omme la moitié de la trae du tenseur de Reynolds :

k
def
=

1

2
Tr(R) =

1

2
v′ · v′.
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5.2.3 Modèles de fermeture

Six inonnues supplémentaires, orrespondant aux omposantes du tenseur R, sont apparues
dans l'équation de Reynolds de sorte qu'il est néessaire d'introduire des relations additionnelles

pour fermer le problème. L'idée la plus simple fut proposée par Boussinesq (hydrauliien français,

1842�1929) en 1877 et onsiste à e�etuer une analogie entre la visosité et la turbulene .

L'équation (5.1) se réérit

dv

dt
= F + div

(
σ

ρ
−R

)

ave σ = 2µD − pI.

L'analogie entre le tenseur des ontraintes et le tenseur de Reynolds s'érit

−R = 2νtD + αI,

où νt est la visosité turbulente et α la pression turbulente déterminée grâe à l'inompressibilité :

Tr(D) = 0 ⇒ Tr(−R) = 3α ⇒ −2k = 3α ⇒ α = −2

3
k.

Le tenseur de Reynolds s'érit �nalement

R = −2νtD +
2

3
kI. (5.3)

Bien qu'il y ait une analogie entre la visosité et la turbulene, les visosités inématique et

turbulente sont de nature di�érente : ν est onstante puisqu'elle dépend du �uide alors que νt
est variable puisqu'elle dépend de l'éoulement.

5.2.3.1 Modèle de longueur de mélange

Prandtl proposa en 1925 le modèle de longueur de mélange pour la visosité turbulente dans

un éoulement plan isaillé. Ce modèle est généralisable au as tridimensionnel,

νt =







l2m

∣
∣
∣
∣

∂vx
∂z

∣
∣
∣
∣

dans le as plan isaillé,

l2m
√
2D : D dans le as général,

où lm représente l'éhelle de longueur des grandes strutures turbulentes et : le produit double-
ment ontraté (D : D est la somme des omposantes au arré de D).

5.2.3.2 Modèle k − ǫ

La visosité turbulente est modélisée par la relation de Prandtl�Kolmogorov,

νt = Cµ
k2

ǫ
,

où ǫ désigne le taux de dissipation d'énergie dé�ni i-après et Cµ est un oe�ient sans dimension.

Ce modèle (dit � à deux équations �) néessite de résoudre les équations déterminant k et ǫ pour
obtenir νt. Les fores extérieures sont négligées et le tenseur de Reynolds est modélisé par (5.3). En
soustrayant l'équation de Reynolds à elle de NS et en multipiant salairement par la �utuation

de vitesse, nous obtenons

v′ · ∂v
′

∂t
+ v′ · v · ∇v′ + v′ · v′ · ∇v + v′ · v′ · ∇v′ + 1

ρ
v′ · ∇p′ = v′ · div(νe∇v′), (5.4)
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où νe
def
= ν + νt est la visosité e�etive. En utilisant les quatre relations

v′ · v · ∇v′ = v

2
· ∇(v′ · v′), v′ · v′ · ∇v′ = 1

2div(v
′ · v′v′)− v′ · v′div(v′),

v′ · v′ · ∇v = v′ ⊗ v′ : ∇v, v′ · div(νe∇v′) = 1
2div(νe∇(v

′ · v′))− νe∇v′ : ∇v′,

et en appliquant l'opérateur de moyenne, l'équation (5.4) devient

∂k

∂t
+ v · ∇k +R : ∇v + 1

2
div(v′ · v′v′) + 1

ρ
v′ · ∇p′ = div(νe∇k)− νe(∇v′ : ∇v′). (5.5)

Le terme de ompressibilité div(νe∇k) est négligé devant le gradient de pression. Le terme de

di�usion du membre de gauhe est supposé proportionnel au gradient d'énergie turbulente,

1
2v

′ · v′v′ = − νt
σk
∇k, où σk désigne le nombre turbulent de Prandtl. Ainsi, l'équation (5.5) se

réérit

∂k

∂t
+ v · ∇k − div

((

νe +
νt
σk

)

∇k
)

= −(R : ∇v + ǫ),

où nous avons introduit le taux de dissipation d'énergie ǫ
def
= νe(∇v′ : ∇v′) qui est aussi modélisé

par une équation de transport de la même forme,

∂ǫ

∂t
+ v · ∇ǫ− div

((

νe +
νt
σǫ

)

∇ǫ
)

= − ǫ
k
(Cǫ1R : ∇v + Cǫ2ǫ) .

Les onstantes σǫ, Cǫ1 et Cǫ2 sont des oe�ients sans dimension. Les valeurs les plus ouramment

utilisées pour les onstantes empiriques sont σk = 1.0, σǫ = 1.2, Cǫ1 = 1.44, Cǫ2 = 1.92 et

Cµ = 0.09. Notons que le modèle k− ǫ permet d'étudier orretement de nombreux éoulements

mais qu'il n'est pas appliable près des parois où il est néessaire d'introduire une loi de paroi.

5.2.4 Eoulement entre deux plans horizontaux

Nous reprenons l'éoulement de Poiseuille entre deux plans horizontaux étudié dans le ha-

pitre préédent mais en onsidérant que le régime est turbulent et uniforme suivant la diretion

de l'éoulement. Nous rappelons les hypothèses simpli�atries :

1. éoulement dans le plan (O,x, z),

2. éoulement bidimensionnel,

3. éoulement turbulent et uniforme,

4. éoulement permanent,

5. fores de pesanteur négligeables,

6. �uide inompressible.

Compte-tenu de es hypothèses, le hamp de vitesse moyen v a la même forme que le hamp de

vitesse v dans le as laminaire, 'est-à-dire v = vx(z)ex. De plus, l'éoulement étant uniforme

dans la diretion x, les �utuations turbulentes ne dépendent que de z de sorte que l'expression
du hamp de vitesse est

v =
(
vx(z) + v′x(z)

)
ex + v′z(z)ez .
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h

Plan �xe

Plan �xe

δp 0

×
O

ex

ez

(L, 0)
×

Figure 5.3 � Eoulement de Poiseuille entre deux plans horizontaux.

D'après e résultat et en utilisant que l'éoulement est permanent et que les fores de pesanteur

sont négligeables, les omposantes de l'équation de Reynolds se réduisent à







1

ρ

∂p

∂x
= ν

∂2vx
∂z2

− ∂v′xv
′
z

∂z
, (5.6a)

1

ρ

∂p

∂y
= 0, (5.6b)

1

ρ

∂p

∂z
= −∂v

′
zv

′
z

∂z
. (5.6)

Nous dé�nissons la pression modi�ée par pm
def
= p+ ρv′zv

′
z qui est indépendante de y et z d'après

les équations (5.6b) et (5.6). L'hypothèse selon laquelle v′z ne dépend que de z permet d'érire

∂p

∂x
=
∂pm
∂x

=
dpm
dx

.

L'équation (5.6a) peut ainsi se réérire

1

ρ

dpm
dx

=
d

dz

(

ν
dvx
dz
− v′xv′z

)

.

Le membre de gauhe de ette équation ne dépend que de x alors que le membre de droite ne

dépend que de z. Comme deux fontions égales ne dépendant pas des mêmes variables ne peuvent
être que onstantes, nous en déduisons

d

dz

(

ν
dvx
dz
− v′xv′z

)

= a ⇒ ν
dvx
dz
− v′xv′z = az + b.

Pour déterminer les oe�ients a et b, nous introduisons la ontrainte totale τt qui véri�e

τt
ρ

= ν
dvx
dz
− v′xv′z. (5.7)

Comme dans le as d'un ylindre (f. équation (4.8)), la ontrainte τt est égale à la ontrainte

pariétale τp aux niveau des parois et s'annule en z = h/2,

τt(0) = τp ⇒ b =
τp
ρ

τt(h/2) = 0






⇒ a = −2τp

ρh
⇒ τt = τp

∣
∣
∣
∣
1− 2z

h

∣
∣
∣
∣
.
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L'hypothèse de visosité turbulente v′xv
′
z = −νt

dvx
dz

permet de réérire l'équation (5.7),

(ν + νt)
dvx
dz

= v2∗

∣
∣
∣
∣
1− 2z

h

∣
∣
∣
∣
, (5.8)

où v∗ désigne la vitesse de frottement. La résolution de ette équation hange suivant l'importane
des di�érents termes qui varie selon la position vertiale onsidérée.

Zone linéaire (0 < z < 11ν/v∗) Prohe de la paroi, le terme turbulent est négligeable devant

le terme visqueux et z est petit devant h de sorte que la simpli�ation de l'équation (5.8) onduit
à une solution linéaire,

ν
dvx
dz

= v2∗ ⇒ vx(z) = vx,lin(z) =
v2
∗

ν
z.

Zone logarithmique (11ν/v∗ < z < 0.1h) Dans ette zone, le terme visqueux est négligeable

devant le terme turbulent et z reste petit devant h. De plus, le modèle de longueur de mélange ave
lm = Kz, où K = 0.41 est la onstante de Karman, donne νt = (Kz)2|dzvx|. La simpli�ation

de l'équation (5.8) onduit à un solution logarithmique,

νt
dvx
dz

= v2∗ ⇒ dvx
dz

=
v∗
Kz

⇒ vx(z) = vx,log(z) =
v∗
K

(

ln(z) + C1

)

. (5.9)

Pour déterminer C1, il faut raorder le pro�l linéaire et le pro�l logarithmique au niveau de

l'épaisseur de la sous-ouhe visqueuse δ :

vx,lin(δ) = vx,log(δ).

L'expériene montre que δ est proportionnelle à ν/v∗,

vx,lin

(

n
ν

v∗

)

= vx,log

(

n
ν

v∗

)

⇒ C1 = Kn+ ln
( v∗
nν

)

.

En introduisant ette expression de C1 dans l'équation (5.9), nous obtenons �nalement le pro�l
logarithmique suivant

vx(z) = v∗

(
1

K
ln
(zv∗
ν

)

+ n− 1

K
ln(n)

)

= vx,log(z) = v∗

(
1

K
ln
(zv∗

ν

)

+ C

)

,

où la onstante C = 5.2 est déterminée expérimentalement.

Zone entrale (0.1h < z < 0.5h) Dans la zone entrale, le terme visqueux reste négligeable

devant le terme turbulent et la visosité turbulente est donnée par νt = (0.1Kh)2|dzvx| (lm =
0.1Kh). La simpli�ation de l'équation (5.8) est

νt
dvx
dz

= v2∗

(

1− 2z

h

)

⇒ 0.1Kh
dvx
dz

= v∗

√
(

1− 2z

h

)

,

et le pro�l de vitesse est

vx,cent(z) = v∗

(
−1

0.3K

(

1−

2z

h

)3/2
+ Cc

)

,
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dans lequel la onstante Cc, qui est déterminée en raordant e pro�l au pro�l logarithmique en

z = 0.1h, a pour expression

Cc = 11 +
1

K
ln

(
0.1hv∗
ν

)

.

La �gure 5.4 représente le pro�l de vitesse obtenu dans le as turbulent ainsi que la om-

paraison ave le pro�l en régime laminaire pour une vitesse moyenne imposée égale à 1m · s−1
.

Cette omparaison des pro�ls amène aux remarques suivantes

� le pro�l turbulent est plus plat que le pro�l laminaire,

� le frottement pariétal est supérieur dans le as turbulent,

� la vitesse maximale turbulente est plus faible que la vitesse maximale laminaire puisque

1.18 ≃ vturmax < vlammax = 1.5.
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Figure 5.4 � Pro�l de vitesse en régime turbulent et omparaison ave le régime laminaire
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Chapitre 6

Eoulements à surfae libre

Un éoulement possède une surfae libre lorsqu'il est en ontat ave l'atmosphère. C'est le

as par exemple des éoulements des �euves, des rivières, des anaux et aussi des éoulements

en onduite lorsque elle-i n'est pas entièrement remplie. Dans e type d'éoulement, l'interfae

entre le �uide et l'air est soumis à la pression atmosphérique et s'appelle la surfae libre.

Deux parties omposent e hapitre. La première partie présente les équations de Saint�

Venant qui sont employées pour dérire les éoulements à surfae libre et qui sont obtenus à partir

des équations de NS. La seonde partie expose quelques résultats onernant les éoulements

permanents monodimensionnelles.

6.1 Equations de Saint�Venant

6.1.1 Cas bidimensionnel

La validité des équations de Saint�Venant (ingénieur français, 1797�1886) onerne les éoule-

ments quasi-horizontaux en eau peu profonde et les hypothèses de e modèle sont 1) l'éoulement

est quasi-horizontal, 2) la pression est hydrostatique, 3) la vitesse du fond est nulle et 4) la �te

du fond ne dépend pas du temps. La première hypothèse implique que la omposante vertiale

de la vitesse est faible devant les omposantes horizontales et une moyenne selon la vertiale de

l'équation de NS (ou de Reynolds) est e�etuée de sorte que le hamp de vitesse inonnu v est

désormais dé�ni par

v = 〈v〉z
def
=

1

h

∫ η

zf

vdz, (6.1)

où h est la hauteur d'eau dans l'éoulement, zf est la �te du fond et η
def
= zf + h désigne la �te

de la surfae libre omme l'illustre la �gure 6.1. En supposant la pression nulle au niveau de la

surfae libre, la deuxième hypothèse s'érit

p = ρg(η − z) ⇒ ∂p

∂x
= ρg

∂η

∂x
et

∂p

∂y
= ρg

∂η

∂y
. (6.2)

Les deux dernières hypothèses se traduisent simplement par

v(x, y, zf ) = 0 et

∂zf(x, y)

∂t
= 0. (6.3)

La surfae libre est donnée par la relation z = η(x, y, t) de sorte que

∂z

∂t
=
∂η

∂t
+
∂η

∂x

∂x

∂t
+
∂η

∂y

∂y

∂t
⇒ ∂η

∂t
+ vx

∂η

∂x
+ vy

∂η

∂y
− vz = 0. (6.4)
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h

zf

η

fond

surfae libre

→v

O ex

ez

Figure 6.1 � Notations onernant les équations de Saint�Venant.

Comme pour l'approhe statistique des éoulements turbulents, le hamp de vitesse v est déom-
posé en un hamp moyen noté v ou 〈v〉z et un hamp �utuant noté v′′ et traduisant la dispersion
vertiale :

v(x, t) = 〈v(x, t)〉z + v′′(x, t).

Théorème 19. Compte-tenu des hypothèses, la onservation de la masse s'érit

∂h

∂t
+ div(hv) = 0.

Démonstration. En appliquant l'opérateur de moyenne suivant la vertiale à l'équation de onti-

nuité et en multipliant par h, nous obtenons l'équation

h

〈
∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

+
∂vz
∂z

〉

z

= 0. (6.5)

Le théorème de Leibniz (f. setion B.1) donne

d

dx

∫ η

zf

vxdz =

∫ η

zf

∂vx
∂x

dz +
∂η

∂x
vx(x, η(x)) −

∂zf
∂x

vx(x, zf(x)).

La vitesse du fond étant supposée nulle, l'équation préédente se réérit ompte-tenu de (6.3)

1

,

h

〈
∂vx
∂x

〉

z

=
∂hvx
∂x
− ∂η

∂x
vx(η). (6.6)

De même, pour la seonde omposante horizontale, nous avons l'égalité

h

〈
∂vy
∂y

〉

z

=
∂hvy
∂y
− ∂η

∂y
vy(η). (6.7)

La omposante vertiale est immédiate

h

〈
∂vz
∂z

〉

z

= vz(η). (6.8)

En utilisant la linéarité de l'opérateur 〈〉z et les relations (6.6) à (6.8) dans (6.5), nous obtenons
∂hvx
∂x
− ∂η

∂x
vx(η) +

∂hvy
∂y
− ∂η

∂y
vy(η) + vz(η) = 0.

La relation (6.4) et l'hypothèse 4) terminent la preuve.

1. Pour alléger les notations, nous érivons simplement vx(η) au lieu de vx(x, η(x))
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Théorème 20. Compte-tenu des hypothèses, la onservation de la quantité de mouvement

s'érit

∂hv

∂t
+ div(hv ⊗ v) + hg∇h = −hg∇zf + F+ Fs + Ff + νe∆(hv),

où F désigne la moyenne selon la vertiale des fores extérieurs (la fore de Coriolis par

exemple) et νe désigne la visosité e�etive prenant en ompte les e�ets visqueux et de disper-

sion vertiale (et éventuellement de turbulene).

Démonstration. En appliquant l'opérateur de moyenne suivant la vertiale à la première ompo-

sante de l'équation de NS dans laquelle la pression est supposée hydrostatique et en multipliant

par h, nous obtenons l'équation

h

〈
∂vx
∂t

+
∂v2x
∂x

+
∂vxvy
∂y

+
∂vxvz
∂z

+ g
∂η

∂x

〉

z

= h

〈

Fx +
1

ρ

(∂τxx
∂x

+
∂τxy
∂y

+
∂τxz
∂z

)〉

z

(6.9)

Nous allons maintenant exprimer l'ensemble des termes de ette équation. Comme la vitesse du

fond est nulle, le théorème de Leibniz donne

h

〈
∂vx
∂t

〉

z

=
∂hvx
∂t
− ∂η

∂t
vx(η), (6.10)

h

〈
∂vxvx
∂x

〉

z

=
∂h 〈vxvx〉z

∂x
− ∂η

∂x
v2x(η), (6.11)

h

〈
∂vxvy
∂y

〉

z

=
∂h 〈vxvy〉z

∂y
− ∂η

∂y
vxvy(η). (6.12)

L'intégration du terme de pression est immédiat

h

〈

g
∂η

∂x

〉

z

= hg
∂η

∂x
. (6.13)

Le théorème de Leibniz appliqué aux omposantes horizontales des ontraintes s'érit

h

〈
∂τxx
∂x

〉

z

=
∂ 〈hτxx〉z

∂x
− τxx(η)

∂η

∂x
+ τxx(zf)

∂zf
∂x

, (6.14)

h

〈
∂τxy
∂y

〉

z

=
∂ 〈hτxy〉z

∂y
− τxy(η)

∂η

∂y
+ τxy(zf)

∂zf
∂y

. (6.15)

La moyenne vertiale des deux termes ayant une dérivée selon z est immédiate

h

〈
∂vxvz
∂z

〉

z

= vxvz(η) et h

〈
∂τxz
∂z

〉

z

= τxz(η)− τxz(zf). (6.16)

En utilisant la relation (6.4) ainsi que les égalités

〈
v2x
〉

z
= v2x +

〈
v′′2x
〉

z
et 〈vxvy〉z = vxvy +

〈
v′′xv

′′
y

〉

z
,

les relations (6.10) à (6.16) dans l'équation (6.9) donne

∂hvx
∂t

+
∂hv2x
∂x

+
∂hvxvy
∂y

+ hg
∂η

∂x
= h 〈Fx〉z + Fs,x + Ff,x

+
∂

∂x

(1

ρ
〈hτxx〉z − h

〈
v′′2x
〉

z

)

+
∂

∂y

(1

ρ
〈hτxy〉z − h

〈
v′′xv

′′
y

〉

z

)

, (6.17)
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où Fs,x et Ff,x désignent les termes de frottement au niveau de la surfae libre et au niveau du

fond dé�nis par

Fs,x
def
= −1

ρ

(

τxx(η)
∂η

∂x
+ τxy(η)

∂η

∂y
− τxz(η)

)

et Ff,x
def
=

1

ρ

(

τxx(zf)
∂zf
∂x

+ τxy(zf)
∂zf
∂y
− τxz(zf)

)

.

En utilisant la relation

∂η

∂x
=
∂zf
∂x

+
∂h

∂x
et en supposant que

1

ρ
〈hτxx〉z − h

〈
v′′2x
〉

z
≃ νe

∂hvx
∂x

et

1

ρ
〈hτxy〉z − h

〈
v′′xv

′′
y

〉

z
≃ νe

∂hvx
∂y

,

l'équation (6.17) devient

∂hvx
∂t

+
∂hv2x
∂x

+
∂hvxvy
∂y

+ hg
∂h

∂x
= −hg∂zf

∂x
+ Fx + Fs,x + Ff,x + νe∆(hvx).

De même pour la seonde omposante, nous avons

∂hvy
∂t

+
∂hvyvx
∂x

+
∂hv2y
∂y

+ hg
∂h

∂y
= −hg∂zf

∂y
+ Fy + Fs,y + Ff,y + νe∆(hvy).

Contrairement à l'équation de NS dans laquelle les quatre inonnues sont les trois omposantes

de la vitesse v et la pression p, les inonnues des équations de Saint�Venant sont la hauteur d'eau
h et les deux omposantes horizontales de la vitesse v.

6.1.2 Linéarisation

Nous onsidérons maintenant un éoulement sur un fond horizontal et négligeons les fores

extérieures, le frottement (sur le fond et à la surfae) ainsi que la dispersion. Nous souhaitons

linéariser les équations de Saint�Venant autour d'une hauteur d'eau moyenne h0. La linéarisation
de l'équation de ontinuité s'érit

∂h

∂t
+ h0div(v) = 0 ⇔ ∂h

∂t
+ h0

∂vx
∂x

+ h0
∂vy
∂y

= 0. (6.18)

La linéarisation de l'équation d'équilibre s'obtient en négligeant le terme advetif qui est non

linéaire,

∂v

∂t
= −g∇h ⇔







∂vx
∂t

= −g∂h
∂x
, (6.19a)

∂vy
∂t

= −g∂h
∂y
. (6.19b)

En dérivant (6.18) par rapport à t, (6.19a) par rapport à x, (6.19b) par rapport à y et en

ombinant les équations obtenues, nous obtenons l'équation des ondes

∂2h

∂t2
− gh0∆h = 0,

dans laquelle la vitesse de propagation est

√
gh0. Ce résultat permet d'interpréter le nombre de

Froude Fr = v(gh)−
1

2
(dé�ni au hapitre 4) omme le rapport de la vitesse du �uide sur la vitesse

des ondes se propageant à la surfae du �uide. Nous utiliserons ette interprétation à la �n de la

setion 6.2.2.
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6.1.3 Cas monodimensionnel

Pour la représentation des éoulements dans les anaux de grande longueur et lorsque les

détails de l'éoulement dans une setion transversale ne sont pas signi�atifs, on utilise une res-

trition à une seule dimension d'espae en e�etuant une moyenne suivant la setion mouillée S

(setion de �uide dans la diretion perpendiulaire à elle de l'éoulement). Dans e as, l'opé-

rateur de moyenne s'érit

v = 〈vx〉S
def
=

1

S

∫

S
vds.

En appliquant et opérateur aux équations de ontinuité et de NS, nous obtenons des équations

régissant l'éoulement monodimensionnel.

Théorème 21. Compte-tenu des hypothèses, la onservation de la masse et la onservation

de la quantité de mouvement s'érivent







∂h

∂t
+
∂(hv)

∂x
= 0, (6.20a)

∂hv

∂t
+
∂hv2

∂x
+ hg

∂h

∂x
= −hg∂zf

∂x
+
h

S

(

F+ Fs + Ff + νe∆(hv)
)

, (6.20b)

où Ff désigne ii le frottement sur le fond et les berges.

6.1.4 Onde inématique

L'équation (6.20b) peut être onsidérablement simpli�ée en onsidérant simplement l'équi-

libre entre la pente et les frottements sur le fond,

g
∂zf
∂x

=
Ff

S
⇔ I = J,

où I
def
= −∂zf

∂x
a un r�le moteur alors que J

def
= − Ff

gS
freine l'éoulement. Comme nous le verrons

à la setion 6.2.1, l'équilibre entre la pente et les frottements permet d'obtenir la formule de

Manning�Strikler dont la version monodimensionnelle est

v = Ksh
2/3
√
I,

où Ks [m
1/3 ·s−1] s'appelle le oe�ient de Strikler. En introduisant ette expression de la vitesse

dans l'équation de ontinuité (6.20a), nous obtenons l'approximation de l'onde inématique

∂h

∂t
+
∂q(h, I)

∂x
= 0, (6.21)

dans laquelle le débit est dé�ni par q(h, I)
def
= Ksh

5/3
√
I. La hauteur d'eau est don la seule

inonnue de ette équation de transport non linéaire qui peut être résolue par la méthode des

aratéristiques (qui sort du adre de e ours).
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6.2 Eoulements permanents monodimensionnels

Si l'on onsidère un éoulement permanent dans lequel les fores extérieures, le terme de

di�usion et le frottement au niveau de la surfae libre sont négligés, l'équation (6.20b) peut se

réérire

1

2g

∂v2

∂x
+
∂h

∂x
= I − J.

La harge spéi�que H̃s est dé�nie omme la somme du terme inétique et du terme potentiel

H̃s
def
=

v2

2g
+ h,

de sorte que l'équation préédente peut s'érire

∂H̃s

∂x
= I − J. (6.22)

6.2.1 Formules de frottement

Nous onsidérons un éoulement permanent de pente onstante faible ayant une profondeur,

une setion mouillée et une vitesse moyenne onstante. Nous supposons que la fore de frottement

F du fond s'équilibre ave la omposante longitudinale de la gravité et que la ontrainte de

frottement du fond est proportionnelle au arré de la vitesse moyenne (τp = kv2 où k est un

oe�ient). Le perimètre mouillé P désigne la longueur urviligne de la ourbe située entre le lit

(espae topographique dans lequel la rivière s'éoule) de la rivière et l'eau omme représenté sur

la �gure 6.2. Nous dé�nissons aussi le miroir l omme la largeur du ours d'eau au niveau de la

surfae libre et le diamètre hydraulique Dh omme la hauteur d'eau moyenne dans l'éoulement.

L

fond de pente I

→v

h

l

P

Dh

Figure 6.2 � Eoulement permanent uniforme ave pente onstante.

L'équilibre entre la fore de frottement Ff et la gravité Fg ainsi que la relation entre la

ontrainte et la vitesse permet d'obtenir une estimation de la vitesse suivant les di�érents para-

mètres :

Fg = mg sin(I)

Ff = kv2PL

}

⇒ mgI ≃ kv2PL ⇒ v ≃
√
ρg

k

√

SI

P
.

La Formule de Chézy (hydrologue français, 1718�1798) s'érit

v = C
√

RhI,

où C =

√
ρg

k
désigne le oe�ient de Chézy et Rh

def
=

S

P
s'appelle le rayon hydraulique.
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Le oe�ient C dépend de la rugosité des parois, du rayon hydraulique et de la pente du fond.

Plusieurs formules existent pour estimer e oe�ient omme les formules de Bazin (hydrologue

français, 1829�1917) et de Manning (ingénieur irlandais, 1816�1897) :

Formule de Bazin : C =
87

1 +
m√
Rh

et Formule de Manning : C =
1

n
R

1

6

h ,

dans lesquelles m et n sont des oe�ients empiriques variant suivant la nature du sol. Le

regroupement des formules de Chézy et de Manning donnent la formule de Manning�Strikler :

v = KsR
2/3
h

√
I,

où le oe�ient de Strikler Ks = n−1
. Comme le oe�ient de Chézy, e oe�ient diminue

lorsque le frottement augmente. Quelques valeurs sont indiquées dans le tableau 6.1.

Nature du sol Ks [m
1/3 · s−1]

Béton lisse 75 � 90

Canal en terre 50 � 60

Rivière en plaine 30 � 40

Lit majeur 10 � 20

Table 6.1 � Ordre de grandeur du oe�ient de Strikler.

Les formules de Chézy et de Manning�Strikler sont souvent employées pour estimer le frot-

tement sur le lit d'une rivière ou d'un anal mais il existe d'autres formules (omme elles de

Dary�Weisbah ou de Coulomb) dont le hoix dépend du proessus physique que l'on souhaite

représenter.

6.2.2 Hauteur ritique

La harge spéi�que H̃s peut s'érire en fontion du débit Q et de la surfae mouillée S :

H̃s =
Q2

2gS2
+ h.

6.2.2.1 Minimisation de la harge

On suppose tout d'abord que le débit Q est onstant. Le terme inétique de la harge spé-

i�que étant une fontion déroissante de la hauteur d'eau (ar S−2
diminue si h augmente),

elle-i présente un minimum puisque le terme potentiel est une fontion roissante suivant la

hauteur d'eau. La dérivée de la harge spéi�que par rapport à la hauteur d'eau est

dH̃s

dh
= 1− Q2

gS3

dS

dh
. (6.23)

En utilisant que dS = ldh, on obtient

dH̃s

dh
= 0 ⇒ Q2l = gS3
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6.2.2.2 Maximisation du débit

On suppose que la harge spéi�que est onstante et l'on en déduit la dérivée du débit au

arré suivant la hauteur h :

Q2 = 2gS2(H̃s − h) ⇒ dQ2

dh
= 4gS

dS

dh

(
H̃s − h

)
− 2gS2.

En utilisant que dS = ldh et en multipliant par

S

2
, on obtient

dQ2

dh
= 0 ⇒ Q2l = gS3

La hauteur d'eau notée hc qui minimise la harge spéi�que à débit donné et qui maximise

le débit à harge spéi�que onstante ('est-à-dire qui véri�e Q2l = gS3
) s'appelle la hauteur

ritique. La vitesse, le débit et la harge assoiés à ette hauteur s'appellent respetivement la

vitesse ritique, le débit ritique et la harge ritique. Nous illustrons es notions par un exemple

sur un anal retangulaire de largeur 2m. L'image gauhe de la �gure 6.3 représente pour un

débit unitaire, le terme potentiel en trait disontinu, le terme inétique en pointillé et la harge

spéi�que en trait ontinu en fontion de la hauteur d'eau. Dans et exemple, la hauteur ritique

est 0.29 et la harge ritique Hc est 0.44. L'image droite représente la variation du débit en

fontion de la hauteur d'eau quand la harge spéi�que est égale à la harge ritique. Comme

attendu, le débit maximal vaut 1.
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Figure 6.3 � Minimisation de la harge et maximisation du débit.

On montre failement que l'éoulement ritique orrespond à un nombre de Froude unitaire :

Q2l = gS3 ⇒ v2l

gS
= 1 ⇒ v2

gDh
= F 2

r = 1, ave Dh
def
=

S

l
.

La valeur du nombre de Froude permet une lassi�ation de l'éoulement :

� le régime �uvial est tel que Fr < 1 (hc < Dh),

� le régime ritique est tel que Fr = 1 (hc = Dh),

� le régime torrentiel est tel que Fr > 1 (hc > Dh).

Un éoulement �uvial a une vitesse faible et une hauteur d'eau importante alors qu'un éoulement

torrentiel a une vitesse importante et hauteur d'eau faible. Dans un éoulement de hauteur d'eau

h les ondes se propageant à la surfae du �uide ont une vitesse égale à

√
gh de sorte que es

ondes peuvent remonter l'éoulement dans le as �uvial alors qu'elles suivent l'éoulement dans

le as torrentiel.

P. Sohala E.S.T.P � 1ère année



6.2. Eoulements permanents monodimensionnels 97

6.2.3 Hauteur normale

Les équations (6.22) et (6.23) permettent d'obtenir la variation de la hauteur d'eau suivant x :

∂H̃s

∂h

∂h

∂x
= I − J et

dH̃s

dh
= 1− Q2l

gS3
= 1− F 2

r ⇒ dh

dx
=

I − J
1− F 2

r

La hauteur normale hn est la hauteur orrespondant au régime uniforme qui est équivalent à

l'équilibre entre la gravité et le frottement d'aprés l'équation préédente :

dh

dx
= 0 ⇔ I = J

6.2.4 Eoulements graduellement variés

On appelle lignes d'eau les surfaes libres véri�ant l'équation

dh

dx
=

I − J
1− F 2

r

. (6.24)

Pour onnaitre le signe du seond membre de ette équation en fontion de la hauteur d'eau,

nous utilisons les relations suivantes onernant la hauteur ritique,

h < hc ⇒ Fr > 1, h > hc ⇒ Fr < 1 et h = hc ⇒ Fr = 1,

et les relations suivantes onernant la hauteur normale,

h < hn ⇒ I < J, h > hn ⇒ I > J et h = hn ⇒ I = J.

Deux situations sont à distinguer : lorsque la hauteur normale est supérieure à la hauteur ritique,

il s'agit des anaux à faibles pentes (hn > hc) et lorsque la hauteur ritique est supérieure à la

hauteur normale, il s'agit des anaux à fortes pentes (hc > hn). Le signe de I − J et le signe de

1− F 2
r suivant la valeur de la hauteur d'eau permettent d'en déduire le signe de la dérivée de h

par rapport à x. Ces éléments sont indiqués dans le tableau 6.2 où le type de ourbe C obtenu

est représenté sur les �gures (6.4) et (6.5) dans le as du anal retangulaire présenté i-dessous.

h 0 hc hn ∞
I − J � � 0 + I

1− F 2
r � 0 + + 1

dh

dx
+ ∞ � 0 + I

C M1 M2 M3

h 0 hn hc ∞
I − J � 0 + + I

1− F 2
r � � 0 + 1

dh

dx
+ 0 � ∞ + I

C M4 M5 M6

Table 6.2 � Canaux à faibles pentes (gauhe) et anaux à fortes pentes (droite).

Nous terminons par le traé des lignes d'eau en résolvant, par une méthode d'Euler expliite,

l'équation (6.24) dans le as d'un anal de setion retangulaire de grande largeur l. Dans e as
partiulier, les hauteurs ritique et normale sont

hc =

(
Q2

gl2

)1/3

et hn =

(
Q

lKs

√
I

)3/5

.
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Nous hoisissons un débit par unité de largeur de 20m2 · s−1
et un oe�ient de Strikler de

20m1/3 ·s−1
e qui donne une hauteur ritique de 3.42m. Les deux pentes I = 7.10−4

et I = 0.15
sont onsidérées. La première orrespond au as du anal à faible pente alors que la seonde

orrespond au as du anal à forte pente :

I = 7.10−4 ⇒ hn = 8.84m ⇒ hn > hc, et I = 0.15 ⇒ hn = 1.76m ⇒ hn < hc.

Les ourbes traées sur les �gures (6.4) et (6.5) on�rment les résultats du tableau 6.2. Dans

le as de la faible pente, lorsque la hauteur d'eau est inférieure à la hauteur ritique

2

, elle tend

vers zéro à l'amont et tend vers la hauteur ritique à l'aval. Lorsque la hauteur d'eau est omprise

entre les hauteurs ritique et normale, elle tend vers la hauteur normale à l'amont et tend vers

la hauteur ritique à l'aval. Lorsque la hauteur d'eau est supérieure à la hauteur normale, elle

tend vers la hauteur normale à l'amont et tend vers l'horizontale à l'aval.
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Figure 6.4 � Allure des lignes d'eau � anal à faible pente.

Dans le as de la forte pente, lorsque la hauteur d'eau est inférieure à la hauteur normale,

elle tend vers zéro à l'amont et tend vers la hauteur normale à l'aval. Lorsque la hauteur d'eau

est omprise entre les hauteurs normale et ritique, elle tend vers la hauteur ritique à l'amont

et tend vers la hauteur normale à l'aval. Lorsque la hauteur d'eau est supérieure à la hauteur

ritique, elle tend vers la hauteur ritique à l'amont et tend vers l'horizontale à l'aval.
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Figure 6.5 � Allure des lignes d'eau � anal à forte pente.

Comme attendu dans les deux as, la tangente à la hauteur d'eau est vertiale quand la

hauteur d'eau tend vers la hauteur ritique et la tangente est horizontale quand la hauteur d'eau

tend vers la hauteur normale.

2. l'abisse est ii multipliée par 100 pour obtenir un pro�l omparable à eux obtenus dans les deux autres

on�gurations : hc < h < hn et hn < h.
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Annexe A

Rappels de mathématiques et de physique

Les opérateurs di�érentiels sont essentiels puisqu'ils sont utilisés dans la modélisation de

nombreux domaines de la physique (omme la méanique des �uides, la méanique des solides,

la thermique, l'életromagnétisme, l'aoustique, ...) via des équations aux dérivées partielles. Ces

opérateurs sont notamment employés en méanique des milieux ontinus qui se plae à l'éhelle

marosopique et suppose que la di�érentiabilité mathématique est appliable. Nous rappelons

la dé�nition de haque opérateur en oordonnées artésiennes (employées dans la majeure partie

du ours) ainsi que son interprétations physique. Une setion est également dédiée aux fores

onservatives.

A.1 Champs et opérations

L'espae physique est représenté par l'espae eulidien à trois dimensions R
3
dont les veteurs

ex, ey et ez dé�nis par

ex
def
=





1
0
0



 , ey
def
=





0
1
0




et ez

def
=





0
0
1



 ,

forment une base orthonormale direte. Un point de R
3
est ainsi repéré par ses trois oordonnées

artésiennes

1 x, y et z. Soit Ω un domaine volumique de R
3
. Les di�érentes grandeurs physiques

sont mathématiquement représentées par trois types de hamp :

� des hamps salaires f : Ω 7→ R,

f :





x
y
z



→ f ,

� des hamps vetoriels F : Ω 7→ R
3
,

F :





x
y
z



→





fx
fy
fz




,

� des hamps tensoriels T : Ω 7→ R
3 × R

3
,

T :





x
y
z



→





Txx Txy Txz
Tyx Tyy Tyz
Tzx Tzy Tzz




.

1. la généralisation aux autres systèmes de oordonnées ne pose auune di�ulté



102 Annexe A. Rappels de mathématiques et de physique

Par exemple, la masse volumique, la pression et la température sont des hamps salaires ; le

déplaement, la vitesse et l'aélération sont des hamps vetoriels ; les ontraintes et les dé-

formations sont des hamps tensoriels. Par onvention, un salaire est un tenseur d'ordre 0, un

veteur est un tenseur d'ordre 1 et une matrie est un tenseur d'ordre 2. Néanmoins, par abus

de langage, un tenseur désignera désormais une matrie.

Soient u et v deux veteurs de R
3
de omposantes respetives ux, uy, uz et vx, vy, vz. Trois

opérations sont dé�nies sur es veteurs :

� le produit salaire noté · : (u · v) def
= uxvx + uyvy + uzvz,

� le produit vetoriel noté ∧ : (u ∧ v) def
=






uyvz − uzvy
uzvx − uxvz
uxvy − uyvx




,

� le produit tensoriel noté ⊗ : (u⊗ v) def
=






uxvx uxvy uxvz

uyvx uyvy uyvz

uzvx uzvy uzvz




 = uv⊤,

où v⊤ désigne la transposée du veteur v.

A.2 Opérateurs di�érentiels

A.2.1 Gradient

Cet opérateur est noté grad ou ∇. Le gradient d'un hamp salaire f et le gradient d'un

hamp vetoriel F sont dé�nis respetivement par le veteur et le tenseur suivant

∇f def
=







∂f
∂x

∂f
∂y

∂f
∂z







et ∇F def
=







∂fx
∂x

∂fx
∂y

∂fx
∂z

∂fy
∂x

∂fy
∂y

∂fy
∂z

∂fz
∂x

∂fz
∂y

∂fz
∂z







=






∇⊤fx

∇⊤fy

∇⊤fz




 .

Propriété 10. Le gradient aroît d'un degré la tensorialité de la grandeur à laquelle on

l'applique.

Le gradient est une extension de la dérivée lassique à une fontion de plusieurs variables et

indique la façon dont varie la fontion dans l'espae. Les �èhes de la �gure A.1 représentent le

gradient de la ouleur la plus fonée vers la ouleur la plus laire pour un hamp onstant suivant

la diretion vertiale et un hamp radial.

A.2.2 Divergene

Cet opérateur est noté div ou ∇ · . La divergene d'un hamp vetoriel F et la divergene

d'un hamp tensoriel T sont dé�nies respetivement par le salaire et le veteur suivant

div(F )
def
=

∂fx
∂x

+
∂fy
∂y

+
∂fz
∂z

et div(T )
def
=







∂Txx

∂x +
∂Txy

∂y + ∂Txz

∂z

∂Tyx

∂x +
∂Tyy

∂y +
∂Tyz

∂z

∂Tzx

∂x +
∂Tzy

∂y + ∂Tzz

∂z







=






div(Tx·)

div(Ty·)

div(Tz·)




 ,

où Tx·, Ty· et Tz· sont les di�érentes lignes de T .
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Figure A.1 � Exemples de gradient de hamps salaires plans.

Propriété 11. La divergene baisse d'un degré la tensorialité de la grandeur à laquelle on

l'applique.

La divergene de la vitesse mesure l'intensité des dilatations au sein du �uide qui sont positives

en as d'expansion et négatives en as de ontration omme l'illustre la �gure A.2.

ontration

zone neutre

expansion

div(v) < 0 div(v) = 0 div(v) > 0

Figure A.2 � Types de variations loales dans un �uide selon le signe de div(v).

Le �ux ϕ d'un hamp F (vetoriel ou tensoriel) à travers une surfae S de normale extérieure

unitaire n est dé�ni par

ϕ
def
=

∫

S
Fn dS.

La divergene est liée à la notion de �ux par le théorème de Gauss (mathématiien allemand,

1777�1855) qui est aussi appelé formule d'Ostrogradsky (mathématiien russe, 1801�1862). Ce

théorème indique que la divergene d'un hamp à l'intérieur d'un volume est égale au �ux qui

traverse la surfae délimitant e volume :

Théorème de Gauss. Soient F un hamp (vetoriel ou tensoriel) et V un volume délimité

par une frontière fermée ∂V, alors
∫

V
div(F ) dV =

∫

∂V
Fn dS,

où n est la normale extérieure unitaire à V.
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A.2.3 Rotationnel

Cet opérateur est noté rot ou ∇∧ et le rotationnel d'un hamp vetoriel F est dé�ni par

rot(F )
def
=







∂fz
∂y −

∂fy
∂z

∂fx
∂z −

∂fz
∂x

∂fy
∂x −

∂fx
∂y






.

Propriété 12. Le rotationnel ne s'applique qu'à un hamp vetoriel et donne un hamp

vetoriel.

La irulation Γ d'un hamp vetoriel F le long d'une ourbe fermée C de tangente unitaire t
est dé�nie par

Γ
def
=

∮

C
F · t dl.

Le rotationnel est lié à la notion de irulation par le théorème de Stokes qui indique que le �ux

du rotationnel d'un hamp à travers une surfae fermée est égal à la irulation de e hamp le

long de la ligne délimitant ette surfae :

Théorème de Stokes. Soient F un hamp vetoriel et S une surfae fermée de frontière ∂S,
alors

∫

S
rot(F ) · n dS =

∮

∂S
F · t dl,

où n est la normale extérieure unitaire à S et t la tangente unitaire à ∂S.

Parmi les quatre hamps vetoriels représentés à la �gure A.3, deux ont une divergene nulle

et deux ont un rotationnel nul :

� v1 véri�e div(v1) = 0 et rot(v1) = 0, e hamp est unidiretionnel (vx = cste, vy = 0),

� v2 véri�e div(v2) 6= 0 et rot(v2) = 0, e hamp est radial (vx = x, vy = y),

� v3 véri�e div(v3) = 0 et rot(v3) 6= 0, e hamp est orthoradial (vx = −y, vy = x),

� v4 véri�e div(v4) 6= 0 et rot(v4) 6= 0, (vx = x− y, vy = x).

A.2.4 Laplaien

Cet opérateur de di�usion est noté ∆. Son nom est assoié au mathématiien et physiien

français Laplae (1749�1827). Le laplaien d'un hamp salaire f et le laplaien d'un hamp

vetoriel F sont dé�nis par

∆f
def
=

∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2
et ∆F

def
=






∆fx

∆fy

∆fz




 .

Propriété 13. Le laplaien garde le degré de tensorialité de la grandeur à laquelle on l'ap-

plique.
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Champ v1 Champ v2

Champ v3 Champ v4

Figure A.3 � Exemples de hamps vetoriels plans.

A.2.5 Propriétés des opérateurs

Nous donnons les prinipales propriétés des opérateurs sans indiquer les démonstrations qui

sont évidentes. Soient f et g deux hamps salaires et F et G deux hamps vetoriels.

Les opérateurs gradient, divergene, rotationnel et laplaien sont linéaires :

• ∇(f + g) = ∇f +∇g,
• div(F +G) = div(F ) + div(G),

• rot(F +G) = rot(F ) + rot(G),

• ∆(f + g) = ∆f +∆g.

Ces opérateurs appliqués à un produit de fontions donnent les relations suivantes :

• ∇(fg) = f∇g + g∇f ,
• div(fG) = fdiv(G) +G · ∇f ,
• rot(fG) = frot(G) +∇f ∧G,
• ∆(fg) = f∆g + g∆f + 2∇f · ∇g,

• ∇(F ·G) = F ∧ rot(G) +G · ∇F +G ∧ rot(F ) + F · ∇G,
• div(F ∧G) = rot(F ) ·G− F · rot(G),

E.S.T.P � 1ère année P. Sohala
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• rot(F ∧G) = Fdiv(G) +G · ∇F −Gdiv(F ) − F · ∇G,

Il est également possible d'e�etuer des ompositions entre les di�érents opérateurs dont voii

quelques exemples :

• div(∇f) = ∆f ,

• div(rot(F )) = 0,

• rot(rot(F )) = ∇(div(F )) −∆F ,

• rot(∇f) = 0,

• rot(f∇g) = ∇f ∧∇g,
• ∆(∇f) = ∇(∆f),
• ∆(div(F )) = div(∆F ),

• ∆(rot(F )) = rot(∆F ).

Les relations suivantes seront partiulièrement employées :

• div(fI) = ∇f ,
• F · ∇F = 1

2∇F 2 + rot(F ) ∧ F ,
• (rot(F ) ∧ F ) ·G = rot(F ) · (F ∧G),
• div(∇⊤v) = ∇(div(v)),
• div(F ⊗G) = Fdiv(G) +G · ∇F .

A.3 Fores onservatives

Une fore F est onservative si le travail W qu'elle fournit est indépendant du hemin suivi

par son point d'appliation :

WAB =

∫

C1

F · dl =
∫

C2

F · dl.

Les ourbes C1 et C2 représentent deux hemins possibles entre les points A et B. La quantité

dl
def
= (dlx, dly, dlz)

⊤
est un petit déplaement le long de C1 ou C2.

× ×A B

C1

C2

dl

Figure A.4 � Exemples de hemins d'appliation d'une fore entre deux points.

Propriété 14. Une fore F est onservative si et seulement s'il existe un hamp salaire U
tel que F = −∇U . Sous ette ondition, la fore F dérive du hamp U , appelé le potentiel et

homogène à une énergie.
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Démonstration. Soit C une ourbe fermée délimitant une surfae S.

F ons. ⇒ ∀(C,S), W =

∮

C
F · dl =

∫

S
rot(F ) · n dS = 0 ⇒ rot(F ) = 0 ⇒ F = −∇U.

F = −∇U ⇒ WAB =

∫ B

A
F · dl = −

∫ B

A
∇U · dl = −

∫ B

A
dU = U(A)− U(B) ⇒ F ons.

Les fores gravitationnelle et életrique sont onservatives puisqu'elles dérivent respetivement

des potentiels gravitaire et életrique. En revanhe, les fores de frottement par exemple ne sont

pas onservatives.

Propriété 15. Le travail entre les points A et B d'une fore onservative dérivant du poten-

tiel U est WAB = U(A)− U(B).

Démonstration. voir la démonstration de la propriété 1.

Propriété 16. L'énergie méanique d'un système soumis uniquement à des fores onserva-

tives est onservée.

Démonstration. D'après le théorème de l'énergie inétique, il y a égalité entre la variation de

l'énergie inétique et le travail de la fore,

WAB = Ec(B)− Ec(A).

D'après la propriété 2, le travail WAB est également donné par

WAB = U(A)− U(B).

La somme de es deux équations donne

Ec(A) + U(A) = Ec(B) + U(B),

où Ec + U est par dé�nition l'énergie méanique du système.
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Annexe B

Compléments de MMC

Nous préisons dans ette annexe les théorèmes de Leibniz et de Reynolds généralisé ainsi

que les interprétations des tenseurs des taux de déformation D et des taux de rotation W .

B.1 Théorème de Leibniz

Le théorème de Leibniz (philosophe et sienti�que allemand, 1646�1716) permet de dériver

une intégrale dont les bornes dépendent de la variable d'intégration.

Théorème de Leibniz. La dérivation d'une intégrale par rapport à une variable s présente

dans les bornes de l'intégrale est donnée par

d

ds

∫ β(s)

α(s)
f(s, z)dz =

∫ β(s)

α(s)

∂

∂s
f(s, z)dz + β′(s)f(s, β(s))− α′(s)f(s, α(s)).

Démonstration. Le théorème de Reynolds s'érit

d

dt

∫

Ωt

f dV =

∫

Ωt

∂f

∂t
dV +

∫

∂Ωt

fvn dS,

en expliitant la dérivée partiulaire et en utilisant le théorème de Gauss. La simpli�ation dans

le as monodimensionnel, i.e. Ωt = [α(t), β(t)], est

d

dt

∫ β(t)

α(t)
f dx =

∫ β(t)

α(t)

∂f

∂t
dx+

[

f
dx

dt

]β(t)

α(t)
,

qui est bien le résultat (les variables (t, x) sont renommées (s, z)).

B.2 Théorème de Reynolds généralisé

La formule de transport (1.4) suppose que le hamp f est dérivable en temps et ontinu

en espae. Cette hypothèse n'est pas véri�ée lorsque la masse volumique et la vitesse varient

rapidement sur une distane ourte. Les interfaes matérielles séparant deux milieux immisibles,

les ondes de ho dans les éoulements supersoniques, les impats d'explosion sur les strutures

sont des exemples de telles situations. Soient Ωt
1 et Ωt

2, les parties régulières de Ωt = Ωt
1 ∪

Ωt
2 séparées par une surfae de disontinuité Γt

se propageant à la vitesse w. Le théorème de

Reynolds généralisé ontient un terme supplémentaire lié à es variations au niveau de la surfae

de disontinuité.
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Théorème de Reynolds généralisé. La dérivée partiulaire d'une intégrale de volume dé�-

nie en densité volumique d'une grandeur f(x, t) dérite par les variables eulériennes et onte-

nant une disontinuité au niveau d'une surfae Γt
est

d

dt

∫

Ωt

f dV =

∫

Ωt

(
df

dt
+ fdiv(v)

)

dV −
∫

Γt

[[f ℄℄wnΓ dS,

où [[f ℄℄
def
= f Ωt

2
− f Ωt

1
est le saut à travers Γt

et nΓ la normale à Γt
dirigée de Ωt

1 vers Ωt
2.

Démonstration. La formule de transport appliquée sur haque partie régulière donne

d

dt

∫

Ωt
1

f dV =

∫

Ωt
1

df

dt
dV +

∫

∂Ωt
1
\Γt

fvn dS +

∫

Γt

fwnΓ dS.

d

dt

∫

Ωt
2

f dV =

∫

Ωt
2

df

dt
dV +

∫

∂Ωt
2
\Γt

fvn dS −
∫

Γt

fwnΓ dS.

La somme de es deux équations et la dé�nition du saut terminent la preuve.

B.3 Interprétation des omposantes des tenseurs D et W

Nous étudions l'évolution d'un volume matériel in�nitésimal onstitué d'un retangle ABCD

soumis à plusieurs hamps de vitesse. La �gure B.1 représente une déformation quelonque et nous

onsidérons suessivement trois hamps de vitesse faisant apparaitre les omposantes diagonales

du tenseur D, les omposantes extra-diagonales de D et les omposantes de W .

A B

DC

A′

B′

D′

C′

instant t instant t+ dt

×P ×P
′

Figure B.1 � Déformation quelonque d'un volume in�nitésimal de �uide.

Nous onsidérons un point quelonque P du retangle ABCD et alulons la variation du veteur

AP pendant l'intervalle de temps dt,

A′P′ −AP = PP′ −AA′ = (vP − vA)dt
(1.7)
= ∇v dx dt

2d
=







∂vx
∂x

dx+
∂vx
∂y

dy

∂vy
∂y

dy +
∂vy
∂x

dx






dt. (B.1)

B.3.1 Dilatation

Le volume est dilaté ou ontraté e qui se traduit par une vitesse uniforme et orthogonale

sur haque oté. Sur la �gure B.2, une vitesse est imposée sur les �tés AB et AC.
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O ex

ey

A B

DC

A′ B′

D′C′

↑

→

instant t instant t+ dt

dx

dy

ly

lx

Figure B.2 � Dilatation d'un volume in�nitésimal de �uide.

La variation lx (étirement ou rétréissement) du �té AB pendant le temps dt est obtenue ave
la relation (B.1) en prenant dy = 0 et en onsidérant seulement la diretion Ox,

lx = (A′B′ −AB) · ex =
∂vx
∂x

dxdt.

De même la variation ly du �té AC pendant le temps dt est obtenue en prenant dx = 0 et en

onsidérant seulement la diretion Oy,

ly = (A′C′ −AC) · ey =
∂vy
∂y

dydt.

Les termes diagonaux de D représentent les taux de dilatation dans les diretions onsidérées.

B.3.2 Déformation angulaire

Le volume est soumis à un hamp de vitesse qui provoque la rotation des faes en sens opposés

pour les �tés horizontaux et vertiaux du retangle ABCD. Ainsi, les �tés AB et CD tournent

autour de leur point milieu d'un angle α et les �tés AC et BD tournent autour de leur point

milieu d'un angle β.

O ex

ey

x

+

A B

DC

A′

B′

D′

C′

↓
↑

↓
↑→

←

→

←

instant t instant t+ dt

dx

dy

α > 0

β < 0

ly

lx

Figure B.3 � Déformation angulaire d'un volume in�nitésimal de �uide.

Nous alulons les angles α et β en supposant qu'ils sont su�samment faibles pour les assimiler

à leur tangente. L'angle α peut être approhé par

α ≃ ly
dx

(B.2)
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La longueur ly est obtenue par (B.1) ave dy = 0 et en onsidérant seulement la diretion Oy,

ly = (A′B′ −AB) · ey =
∂vy
∂x

dxdt
(B.2)⇒ α

dt
=
∂vy
∂x

.

De même, l'angle β (orienté dans le sens négatif) peut être approhé par

β ≃ − lx
dy

(B.3)

La quantité lx est obtenue par (B.1) ave dx = 0 et en onsidérant seulement la diretion Ox,

lx = (A′C′ −AC) · ex =
∂vx
∂y

dydt
(B.3)⇒ β

dt
= −∂vx

∂y

Le taux de variation de l'angle γ est �nalement

γ

dt
= −(α− β)

dt
= −

(
∂vy
∂x

+
∂vx
∂y

)

Les termes extra-diagonaux de D représentent les taux de déformation angulaire ou taux

de isaillement.

B.3.3 Rotation

Le volume est soumis à un hamp de vitesse provoquant la rotation des faes dans le même

sens pour les �tés horizontaux et vertiaux du retangle ABCD.

O ex

ey

x

+

A B

DC

A′

B′

D′

C′

↓
↑

↓
↑

→

←

→

←

instant t instant t+ dt

dx

dy

α > 0

β > 0

ly

lx

Figure B.4 � Rotation d'un volume in�nitésimal de �uide.

Les angles α et β sont alulés omme préédemment,

α

dt
=
∂vy
∂x

et

β

dt
= −∂vx

∂y
.

Le taux de rotation

ω

dt
est �nalement

ω

dt
=
α

dt
=
β

dt
=

1

2

(
∂vy
∂x
− ∂vx

∂y

)

.

Les termes de W représentent les taux de rotation ou vitesses angulaires de rotation.
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Prinipales notations

Introdution

ex, ey, ez : veteurs de base de R
3 −

n : normale extérieure unitaire −
x = (x, y, z)⊤ : oordonnées d'un point m
u = (ux, uy, uz)

⊤ : déplaement m
v = (vx, vy, vz)

⊤ : vitesse m · s−1

a = (ax, ay, az)
⊤ : aélération m · s−2

F = (Fx, Fy, Fz)
⊤ : fore extérieure massique N · kg−1

D : tenseur des taux de déformation s−1

W : tenseur des taux de rotation s−1

σ : tenseur des ontraintes Pa
τ : tenseur des ontraintes visqueuses Pa
I : tenseur identité −
p : pression Pa
ρ : masse volumique de l'eau kg ·m−3

Hydrostatique

W : travail d'une fore J
U : potentiel d'une fore onservative J
g = (0, 0, g)⊤ : aélération de la gravité m · s−2

p0 : pression atmosphérique Pa
G : entre de gravité d'une surfae plane −
pG : pression au entre de gravité G Pa
γ : tension super�ielle J ·m−2

Fluides parfaits

H : harge hydraulique m
Q : débit volumique m3 · s−1

Ω : veteur tourbillon s−1

ϕ : potentiel des vitesse m2 · s−1

ψ : fontion de ourant m2 · s−1

f : potentiel omplexe
w : vitesse omplexe

Fluides réels

µ : visosité dynamique Pa · s
ν : visosité inématique m2 · s−1

Re : nombre de Reynolds −



Hl : perte de harge linéaire m
Hs : perte de harge singulière m
λ : oe�ient de perte de harge linéaire −
k : oe�ient de perte de harge linéaire −
τp : ontrainte pariétale Pa
v∗ : vitesse de frottement m · s−1

ǫ : rugosité mm
v : vitesse en dehors de la ouhe limite m · s−1

δ : épaisseur de la ouhe limite m
v∗ : vitesse adimensionnelle −

Eoulements turbulents

v : vitesse moyenne (temporelle ou statistique) m · s−1

v′ : �utuation de vitesse m · s−1

R : tenseur de Reynolds J · kg−1

νt : visosité turbulente m2 · s−1

νe : visosité e�etive m2 · s−1

lm : longueur de mélange m
k : énergie turbulente J · kg−1

ǫ : taux de dissipation d'énergie J · kg−1 · s−1

pm : pression modi�ée Pa
K : onstante de Karmann −

Eoulements à surfae libre

η : �te de la surfae libre m
zf : �te du fond m
v = (vx, vy)

⊤ : vitesse horizontale moyenne m
h : hauteur d'eau m

H̃s : harge spéi�que m
Fr : nombre de Froude −
I : pente du fond −
J : frottement sur le fond et/ou les berges −
P : périmètre mouillé m
Rh : rayon hydraulique m

Ks : oe�ient de Strikler m1/3 · s−1
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